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פרק 1 - פתרון וחקירת מערכת משוואות ליניאריות

תוכן העניינים

1. פתרון מערכת משוואות ליניאריות י 1

2. חקירת מערכת משוואות לינאריות (עם פרמטר) י 6

3. פתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריות י 9
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 ת פתרון מערכת משוואות לינאריו

 שאלות 

 אילו מהמערכות הבאות הן מערכות שקולות:  ומצא  (1
 

 

 את המטריצות המתאימות למערכות המשוואות הבאות:  מורש (2
 

 
 ,בזו אחר זו ,את הפעולות הרשומות מתחתיה מטריצה  על כל  ובצע 5-3בשאלות 

 לימין ומלמעלה למטה(. )סדר הפעולות הוא משמאל את המטריצה המתקבלת וומצא
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 , איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל  ומצא (6
 כדי לקבל את המטריצה מימין: 
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 מדורגת את המטריצות הבאות לצורה  ואיהב 15-7בשאלות 
 (: קנונית מדורגתלצורה  גם –  13-ו 11, 9,  7 שאלותב)
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 . ופעם מעל השדה  ה  לדרג את המטריצה פעם מעל השד יש 15בשאלה * 
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 :רוג( יו את מערכות המשוואות בשיטת גאוס )כלומר, על ידי דרפת 27-16בשאלות 
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: F השדהמעל  ,ו את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוסרפת (28
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 תשובות סופיות 
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 חקירת מערכת משוואות לינאריות )עם פרמטר(

 שאלות

 : )אם יש כאלה( יש למערכות kלאילו ערכי   ומצא  1-6בשאלות 
 . . אינסוף פתרונות3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1
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 )אם יש כאלה( יש למערכות:  kלאילו ערכי   ומצא  7-9בשאלות 
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 )אם יש כאלה( יש למערכות: bושל   aלאילו ערכים של    ומצא  10-12בשאלות 
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  נתונה מערכת המשוואות: (13
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 את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות.  מורש .א

 את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א.מו רש .ב

 יש למערכת:   kלאילו ערכי   ומצא .ג
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1
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,1)פתרון של המשוואה השלישית הוא   kעבור איזה ערך של  ומצא .ז 2,3) .
 . ור יהאם ייתכן שהפתרון הנ"ל הוא גם פתרון של כל המערכת? הסב 

 הוא הפתרון היחיד של המערכת.  k ,(1,0,0)ך של  לאיזה ער ומצא .ח
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 שלושת המישורים:   m  עבור אילו ערכים של הקבוע וג מצא -בסעיפים א 
 נפגשים בנקודה אחת )מצא נקודה זו(.  .א
 לא נפגשים באף נקודה.  .ב
 משותפות )מצא נקודות אילו(.בעלי אינסוף נקודות  .ג
 המישורים מתלכדים או מקבילים?   3עבורו  mהאם קיים ערך של   .ד
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 תשובות סופיות 
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 תפתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריו

 שאלות 
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 אינסוף פתרונות.   עבורם למערכת ההומוגנית המתאימה, mאת ערכי    מצאו . א

 פתרון. עבורם למערכת, k  את ערכי  מצאו ,א- ב נמצאש  mעבור ערך   .ב

m,י  עבור ערכ . ג k  הכללי את הפתרון מצאו ,בסעיפים הקודמים נמצאוש 
 מערכת את הפתרון הכללי של ה קבעוו  ,הנתונה המערכת של 

 ההומוגנית המתאימה. 

 

)נתון שהחמישייה  (4 )4 2 4, , 2, ,t s t s t s− + − מהווה פתרון כללי של מערכת  +

 מבין הטענות הבאות נכונות:  אילו  קבעו ליניארית נתונה.

 המערכת הנתונה היא מערכת הומוגנית.  . א

)החמישייה  .ב  היא פתרון פרטי של המערכת הנתונה. , 4,0,2,0,0(

)החמישייה  . ג )4,0,  היא פתרון של המערכת הנתונה. , 2,1,1

)ממשי, החמישייה  aלכל  .ד )4 ,0, 2 ,0,0a a .אינה פתרון של המערכת הנתונה 

)החמישייה  .ה )4 2 , ,0, ,t s t s t s− −  היא פתרון כללי של המערכת , +

 המתאימה.  ההומוגנית

)החמישייה  .ו )0,1,0,1,  היא פתרון פרטי של המערכת ההומוגנית המתאימה.  , 2

 . 2מספר המשוואות לאחר דירוג הוא  ,במערכת הנתונה .ז
  

1
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 נתונה המערכת ההומוגנית (5

3 0

2 0

0

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + =

. 

 אוסף הפתרונות של המערכת.  W יהי
 הוא:  W )אם בכלל( m עבור אילו ערכים של הקבוע

 נקודה זו(. ונקודה )מצא  . א
 ישר זה(. וישר )מצא .ב
 מישור זה(. ומישור )מצא . ג

 

נתונה המטריצה  (6

1 2 3 4

2

4

3

a b c
A

d e f

g h i

 
 
 =
 
 
− 

. 

 .Aאת הצורה המדורגת של  A'- נסמן ב
ל ההומוגנית המתאימה יש יותר משתנים חופשיים ממשתנים מ"ידוע כי במ

 תלויים. 
 .Aמצאו את  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

)פתרון כללי של המערכת  (1 )3 1
2 24 , 2,t t t− − +. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה )3 1
2 2, ,t t t− −. 

)  למערכת פתרון יחיד (2 , , ) (1,1, 2)x y z =. 

)  למערכת ההומוגנית המתאימה פתרון יחיד )0,0,0. 

3mא.  (3 = 2k  ב. − = )פתרון כללי של המערכת ג.  . − , , ) ( , 1, )x y z t t t= −. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה , , )t t t. 

 הטענה לא נכונה.ג.  הטענה נכונה.ב.  הטענה לא נכונה.א.  (4
 הטענה לא נכונה.ו.  הטענה נכונה.ה.  הטענה לא נכונה.ד. 
 הטענה לא נכונה.ז. 

,0א.  (5 2,3m  ). הנקודה היא − , , ) (0,0,0)x y z =. 

0mב. אם  x(0,0,1)נקבל ישר   = t= 2. אםm=  2)נקבל ישר, 1,1)x t= −, 

3mאם      ,3)נקבל ישר   = 3,1)x t= −. 
 עבורם נקבל מישור. mאין ערכים של ג. 

6) 

1 2 3 4

2 4 6 8

4 8 12 16

3 6 9 12

A

 
 
 =
 
 
− − − − 

 

1
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פרק 2 - מטריצות
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1. מטריצות י 12

2. מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי-סימטריות י 17

3. המטריצה ההופכית י 18

4. דרגה של מטריצה י 25

5. בחזרה למערכת משוואות ליניארית י 29
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 מטריצות 

 שאלות 

4נתונות המטריצות הבאות:   (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.  וקבע
 את סדר המטריצה: מובמידה והמטריצה מוגדרת, רש

 

,את    ומצא (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

+ − − +   
=   

− + − − −   
. 

 
נתונות המטריצות הבאות:  3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

= = = = −      −      −   

   
    

= − = =    
    −   

 

 )במידה וניתן(:  וחשב

E . א  (3 D+ 3 .בE D I− + 

32 .ד 5C . ג  4D EI+ 

4)  ( )22 2tr D E−  

4 . א  (5 TC A+ ב. 
1 1

2 4

TA C+ 

6)  2I BC  

7)  ( )Ttr C C  

8)  DABC  

 

A . א B+ ב. AB ג . AC D− ד. AE B− 

B .ה AB+ ו. ( )E B A+ ז. ( )TE A D+ ח. TE B 

) . ט )E AC י. ( )E B A−   

1
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 .n ריבועית מסדרמטריצה  A  נתון כי (9
)נתון כי   )( ) 0A I A I− + = . 

Aהוכיחו או הפריכו:  I=   אוA I=− . 

 

2את כל המטריצות  נואפיי (10 2A   2שמקימות 4A I= −. 

 

טבעי מתקיים   nכי לכל  וחיהוכ (11
2 0 2 0

1 1 1 2 1

n n

n

  
=   

− −   
. 

 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שנדרש לדעת הוכחות באינדוקציה. 

 

ABיקראו מתחלפות אם  B-ו Aשתי מטריצות  (12 BA=. 
 הוכיחו או הפריכו על ידי דוגמה נגדית: 

מתחלפות עם המטריצה   B-ו Aאם המטריצות  . א
0 1

1 0

 
 
 

אז המטריצות  ,

A ו-B  .מתחלפות 

מתחלפת עם המטריצה  A אם המטריצה .ב
0 1

1 0

− 
 
 

TAאז  , A= −. 

 

 .nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (13

0TAAנתון כי    .=0A. הוכיחו כי  =

 מרוכבים? Aהאם הטענה נשארת נכונה אם איברי  
 אם כן, הוכיחו. אם לא, הביאו דוגמה נגדית. 

 

ABמטריצות ריבועיות המקיימות  B-ו A יהיו (14 BA= .)מטריצות מתחלפות( 

kטבעי מתקיים   k הוכיחו כי לכל . א kAB B A=. 

)טבעי מתקיים   kהוכיחו כי לכל  .ב )
k k kAB A B=. 

 

לפי נוסחת הבינום של ניוטון  (15
1

( )
n

n n k k

k

n
A B A B

k

−

=

 
+ =  

 
,   כאשר

, , ,A B n k . 

מטריצות ריבועיות  B-ו A האם נוסחת הבינום נשארת נכונה גם אם . א
 ?מסדר 

על מנת שנוסחת הבינום  ,B-ו A תנאי מספיק על המטריצות  ומצא .ב
 תהיה נכונה עבורן.

)את הפיתוח של    ומצא . ג )nA I+  ו- ( )nA I−, כאשר  A ו -I  ריבועיות מסדר

. 
 

  

1
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 את המונח מטריצה נילפוטנטית.  ימווהדג ורי. הגדא (16
 מטריצות מתחלפות ונילפוטנטיות. B-ו  A-נניח ש. ב

A-ו ABשגם המטריצות  וחיהוכ      B+  .נילפוטנטיות 

 

nתהי  (17 nA   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי min ,ija i j=. 

תהי 
n nB 

מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי:    
1 1

0
ij

i j n
b

else

+ = +
= 


. 

 בצורה מפורשת. B-ו A כתבו את המטריצות . א

Cמקיימת    Cהמטריצה   .ב A B= . 

1לכל  ijcומצאו נוסחה עבור   C חשבו את ,i j n . 

 

, כך שיתקיים Aמצאו מטריצה ממשית  (18
0 1 0 1

1 0 1 0

T

TA A A A
    

− = −    
− −    

. 

 

 

 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

4א.  (1 6   .4ג.   לא.ב 2  .6ו.  לא. ה.   לא.ד 6  
6ז.  2   .6ט.   לא ח 4  .6י 6 

2) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = − 

א.  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

ב.    

4 3 1

2 1 2

0 1 10

− − 
 
− 
 − − 

ג.   
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

ד.  

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
−
 
 
 

 

4) 230 

א.  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

ב.    
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6) 
8 17 13

8 2 10

 
 
− − − 

 

7) 63 

8) 

32 82 22

48 87 75

48 108 36

− − 
 
 
 − − 

 

 שאלת הוכחה. (9

10) 

2 4a
a

A c

c a

 +
− =

 
 − 

 

 שאלת הוכחה. (11
 שאלת הוכחה. (12
 שאלת הוכחה. (13
 שאלת הוכחה. (14
 הוכחה.א+ב. שאלת  (15

ג. 

1 2 1

1 2 1 1

( ) ...
0 1 2 1

( ) ... ( 1) ( 1)
0 1 2 1

n n n n

n n n n n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

− −

− − +

         
+ = + + + + +         

−         

         
− = − + − + − + −         

−         

  

 שאלת הוכחה. (16

1
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א.  (17

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

1 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0

1 2 3 3 3 3 0 0 0 0 1 0 0

1 2 3 4 4 4 0 0 0 1 0 0 0

1 2 3 4 5 5 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 1 0 0 0 0 0 0

A B

n

   
   
   
   
   

= =   
   
   
   
   
   

 

ב.   

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

min , 14 4 4 3 2 1

5 5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

ijC c i n j

n

 
 
 
 
 

= = + − 
 
 
 
 
 

 

18) 
1 1

1 1
A

− 
=  
 

 

1
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם  Aמטריצה ריבועית  A=, סימטרית אם - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית.  A-ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית.- אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר.- אנטי B-ו A-ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית.- אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B-ו A-ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית- אנטי. 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA-ידוע ש (4 BA=. 
 :וחיהוכ

1. AB סימטרית.- אנטי 

2. AB B+ סימטרית.- אנטי 

 

,נתון:  (5 ,A B AB .סימטריות מאותו סדר 

4כי   וחיהוכ 4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.שאלת  (4
 הוכחה.שאלת  (5

1
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 המטריצה ההופכית 

 שאלות 

 את ההפוכה של כל מטריצה.  ומצא 9-1בשאלות 
 על ידי כפל מטריצות מתאים. ותאת התשוב ובדק

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

−
 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

−
 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה  kעבור אילו ערכים של הקבוע  (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− +
 
 − + 

 ? הפיכה 

 

 המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע  (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ?הפיכה איננה 

 

 :X  את צווחל ,nהן הפיכות מסדר  21-41בשאלות  שהמטריצות וחיהנ

AXC . א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 . ג =− TP X P A− = 

1 . א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון  (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xאת  וחשב )
12 2B X B B I
−
= +. 

1
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1נתון  (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= −
 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yאת    וחשב . B B−= +. 

 

1נתון  (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

) בנוסף כי: אם נתון ,Bאת  וחשב ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (18

2המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  . א 5 2 0A A I− − =. 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

)המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + = . 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

 

3  ן כינתו (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)את  וחשב . א )p A. 

 ,הפיכה A-ש וחיהוכ  ,)ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I-ו Aבעזרת  −1Aאת  וובטא
 

4מטריצה ריבועית המקיימת  A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה.Aכי   וחיהוכ . א

Iכי המטריצה  וחיהוכ .ב A− את ההופכית שלה.  וומצא ,הפיכה 
 

  כי נתון (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
 . 

1D-כך ש  ,Dכי קיימת מטריצה הפיכה  וחיהוכ AD C− =. 
 

 שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות. וחי* הנ
 ניתן לנסח את השאלה כך: ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C-דומה ל Aאז   ,C-דומה ל B-ו B-דומה ל A: אם וחיהוכ
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי(

 

 

 . שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה ו)דטרמיננטות( תמצא 3בפרק  הערה: 
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A,תהיינה  (22 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 כל אחת מהטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

AB . א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  . ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I= . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה  (23 B   מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB-הוכיחו ש . א BA=. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA+  ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם 

 
A,תהיינה  (24 B.מטריצות כלשהן 

 את הטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

ABאם  . א I=  1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי ABאם המכפלה  .ב B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  . ג B .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה. ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית. Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה

 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 :וחיהוכ

Aלמעט המקרה בו   . א I= .מטריצה אידמפוטנטית היא לא הפיכה , 

יחידה נקבל מטריצה ה אם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת  .ב
 אידמפוטנטית. 

 ,2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  . ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A-או ש =

  nAאידמפוטנטית   A .ד A=,  לכלn  .טבעי 

 

)נתונה  (26 ), , ,

a b c d

b a d c
a b c d M

c d a b

d c b a

 
 
− −

  =
 − −
 
− − 

. 

,מצאו תנאי על הקבועים  , ,a b c d כך ש-M  1תהיה הפיכה ומצאו אתM − 

 מקרה זה.ב
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נתון כי   (27
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A

  

  

  

 
 

=  
 
 

 הפיכה. 

 את מספר הפתרונות של המערכת. לגבי כל אחת מהמערכות הבאות קבע 

 . א
11 12 13

21 22 23

31 32 33

x y

x y

x y

  

  

  

+ =

+ =

+ =

  

 .ב
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

4 1

3 4

x y z w

x y z w

x y z w

  

  

  

+ + + =

+ + − =

+ + + = −

 

 . ג
11 21 31

12 22 32

13 23 33

3

1

1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

+ + =

+ + =

+ + =

  

 

A,תהיינה  (28 B   מטריצות מסדרn n. 
 הוכיחו:

2BAאם  . א I A= 2Bוגם  − AB= 0Bאז  ,− =. 

2אם  .ב 2A I=,  אזA I+ ו-A I−  .הפיכות 
 

A,תהיינה  (29 B   מטריצות מסדרn nכך ש ,-( ) 2 31 2B A B= וגם  −

( ) 3 22 3B AB I+ =. 

 .Bבאמצעות   −1B-ו −1Aהפיכות, ובטאו את  B-ו A-הוכיחו ש
 

A,תהיינה  (30 B   מטריצות מסדרn n2-, כך שBA I B+ =. 

 הפיכה. B-הוכיחו ש . א
 סימטרית.  B-ידוע ש .ב

 סימטרית.   A  הוכיחו כי
 

0nA- טבעי כך ש n )כלומר, קיים מטריצה נילפוטנטית Aתהי   (31 =.) 
 לא הפיכה. A  הוכיחו כי . א
Iהוכיחו כי    .ב A− ו-I A+  .הפיכות 

2נגדיר:  . ג 31 1 1 1
... ...

1! 2! 3! !

A ne I A A A A
n

= + + + + + +. 

Aeהוכיחו: אם  I=   0אזA=. 
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 .n, מסדר B-ו A נות שתי מטריצות,נתו (32
 סמנו את הטענה שנכונה בהכרח: 

 רגת קנונית. יש אותה צורה מדו TA-ול A- ל . א

A,אם  .ב B  מדורגות קנונית, אזA B+  .מדורגת קנונית 

A,אם  . ג B  מדורגות קנונית, אזA B−  .מדורגת קנונית 

בצורה  אפסים, אז גם  שורת  יש Bאם בצורה המדורגת קנונית של  .ד
 . אפסיםשורת  יש ABהמדורגת קנונית של 
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 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
−

 
 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k  − 11) 1, 4k k= = −  

1 א.  (12 1A DC− ). ג   D.  ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−    .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.    − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 

=
 
 
 

1ב.     21 1 5

48 12 12
B B B I− = − + + 

1ב.     הוכחה.שאלת א.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.שאלת  (21
 הוכחה.שאלת  (22
 הוכחה.שאלת  (23
 הוכחה.שאלת  (24
 הוכחה.שאלת  (25

26) ( )
( )

1

2 2 2 2

1
( , , , ) (0,0,0,0) Ta b c d M M

a b c d

− =
+ + +
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 ג. פתרון יחיד. ב. אינסוף פתרונות.  א. אין פתרון. (27
 שאלת הוכחה. (28
 שאלת הוכחה. (29
 שאלת הוכחה. (30
 שאלת הוכחה. (31
 ד (32

1
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)את המשפט    ואמת (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)את המשפט    ואמת (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)את   וחשב )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)את   וחשב .א ) ( ),rank A rank B . 

)את   וחשב .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

1מטריצות   3כי קיימות   וח יהוכ  2 3, ,A A A,   1שלכל אחת מהן דרגה, 

1- כך ש 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnר  הכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסד
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 את הטענות הבאות: יכו או הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
 

mמטריצה מסדר   Aתהי   (10 n  ותהי ,B   מטריצה מסדרn m. 
 :וח יהוכ 

mAB אם .א I=   אז( ) ( )rank A rank B m= =. 

nBA אם .ב I=   אז( ) ( )rank A rank B n= =. 

mAB אם .ג I=  וגםnBA I= בהכרח אז  m n=. 

Tלא ריבועית אז לא ייתכן שגם    A אם .ד

mAA I=  וגםT

nA A I=. 

 
1נתונים   Fבשדה   (11 2, ,..., ma a a ,1- ו איברים, שלא כולם אפס 2, ,..., nb b b   ,איברים

 שלא כולם אפס.

)קבעו מהי דרגתה של המטריצה   )1
1

i mij
j n

M m  
 

ij, כאשר  = i jm a b=. 
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1תהי   (12 ,( )ij i j nA a  =   :2מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 2

ij i ja b b= −, 

כאשר  
1 2, ,..., nb b b  3  -מספרים ממשיים שונים וn . 

 שהמטריצה לא הפיכה.  וח יהוכ  .א
2n- נכונה אם נשנה את הנתון ל  תישארהאם הטענה  .ב ? 

 . יכואו הפר וח יהוכ 
 

A,תהיינה   (13 B   מסדר  מטריצות מעל ,m n  כך שלכל ,nx  ,0x , 

Axמתקיים   Bx. 

Aמה הדרגה של המטריצה  B−? 
 

A,תהיינה   (14 B  מטריצות מסדרn n. 

)נתון שכל פתרון של המערכת   .א ) 0AB x , הוא פתרון של המערכת  =

0Ax =. 

 .Aשווה לדרגה של   ABהוכיחו שהדרגה של  

)אז   ,הפיכה A  הוכיחו: אם .ב ) ( )AB A =. 

)הוכיחו שאם   .ג ) ( )AB A , ז  אA  .לא הפיכה 

 
nמטריצה מסדר   Aתהי   (15 n. 

)הוכיחו כי   .א ) ( )2P A P A. 

)נתון כי   .ב ) ( )2A A . 

0Av- , כך שnvהוכיחו שקיים     2וגם 0A v =. 
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 תשובות סופיות 

 הוכחה. שאלת  (1
 הוכחה. שאלת  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 ב. הטענה נכונה.  א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  נכונה. א. הטענה אינה   (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה. שאלת  (7
 הוכחה. שאלת  (8
 הוכחה. שאלת  (9

 הוכחה. שאלת  (10
11) 1 
 הוכחה. שאלת  (12

13) n 
 הוכחה. שאלת  (14
 הוכחה. שאלת  (15

1
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 בחזרה למערכת משוואות ליניארית

 שאלות 

המבטאות את מערכת המשוואות  ,b-ו A ,xמטריצות   מצאו סעיפים הבאיםב (1

Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b= : 

 . א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 .ב 

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

נתון כי   2-6בשאלות 

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     −     

. 

 כמערכת משוואות לינאריות: בשאלות אלה כל אחת מהמשוואות  ובטא

2) Ax b= 3) 4Ax x b= + 4) Ax kx b= − + 

5) Ax x= 6) 2 3TA x x b= +  

 

  את מערכת המשוואות פתרו (7

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

, 

 .בעזרת המטריצה ההפוכה

 

  את מערכת המשוואות פתרו (8

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

, 

 .הבעזרת המטריצה ההפוכ

 
 ים:למערכת משוואות מסוימת יש את שני הפתרונות הבא (9

( , , ) (2, 8,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= − = − −. 
 שהמערכת חייבת להיות הומוגנית.  הוכיחו
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 ם: למערכת משוואות לא הומוגנית יש את שני הפתרונות הבאי (10

( , , ) (2,3,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= = − −. 
 פתרון לא טריוויאלי כלשהו של המערכת ההומוגנית המתאימה.  מצאו

 

2נתונה המערכת  (11 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 : למערכת , k עבור אילו ערכים של הקבוע מצאו
 פתרונות.פתרון יחיד.     ב. אין פתרון.     ג. אינסוף  א.
 
 במושג 'דרגה של מטריצה'.  ןבפתרוהשתמשו  * 
 

נתון  (12

1 1 2 3 1

2 0 1 2 2
,

5 8 4 2 0

0 5 3

A b

k m

   
   
   = =
   
   

−   

 . 

)ידוע כי   ) 3rank A Axידוע כי למערכת ו ,= b= .יש פתרון 

k,מצאו את הקבועים  m. 
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית  (13
 .0שווה   A סכום האיברים בכל שורה של המטריצה

 הפיכה. לא מטריצה  A-ש הוכיחו
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית הפיכה  (14
 .kשווה   Aמטריצה הסכום האיברים בכל שורה של 

 שסכום האיברים בכל שורה של המטריצה הוא קבוע. הוכיחו
 .k קבוע זה בעזרת ובטא

 

 מקיימת A  מטריצה (15

1 2 3

4 5 6 0

7 8 9

A

 
 

=
 
 
 

. 

הוכיחו כי הווקטור 

6

15

24

 
 
 
 
 

0Axההומוגנית הוא פתרון של המערכת   =. 

  

1
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A,יהיו  (16 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

)אם למערכת  . א ) 0AB x  קיימים שני פתרונות שונים, =

 לא הפיכה. Aאז בהכרח  

)למערכת  0-אם קיים פתרון שונה מ .ב ) 0AB x =, 

)אז למערכת   ) 0BA x  . 0-קיים פתרון שונה מ =

0Axאם למערכת  . ג 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת   .ד ) 0tA A x  לא הפיכה. Aקיים פתרון יחיד, אז  =

)למערכת ההומוגנית  0-אם קיים פתרון שונה מ .ה ) 0AB x =, 

0Axאז למערכת ההומוגנית   . 0-קיים פתרון שונה מ =
 

): נתונה מערכת משוואות מעל   (17 )0d Ax d =. 

)המקיימת   ,4 מטריצה ריבועית מסדר Aנתון כי   ) 2rank A =. 
הנתונה:  וקטורים הבאים פותרים את המערכתוידוע כי ה

1 2 1 2 1 2( , ,6,7), ( , ,1,2), ( , ,4,3)u x x v y y w z z= = =. 

 : הנתונה מי מבין הבאים הוא הפתרון הכללי של המערכת 

x . א au bv cw= + + 

) .ב 1)x a b u av bw= + + − − 

x . ג au bv w= + + 

) .ד ) ( ) ( )x a b u b c v c a w= − + − + − 

) .ה ) ( )x a b u av bw u= + − + ,  כאשר ,+ ,a b c. 
 

 בחלקו האחרון של פתרון תרגיל זה נדרש הידע הבא מהפרק מרחבים וקטורים: הערה:       

0Axבהינתן מערכת הומוגנית          = : 

 הפתרונות של המערכת נקרא מרחב הפתרונות של המערכת.אוסף כל . 1        

 . מספר המשתנים החופשיים במערכת לאחר דירוג נקרא המימד של מרחב הפתרונות. 2        

 מומלץ לחזור לתרגיל זה אחרי שתעברו על הפרק מרחבים וקטורים. ,בכל אופן        

 

mנתונה מערכת  (18 nA x b  =. 

 :הוכיחו או הפריכו

) uוגם  uאם  . א )1   .פתרונות של המערכת אז המערכת הומוגנית 

uוגם  v-ו uאם  .ב v +( ), 0    פתרונות של המערכת אז היא

 הומוגנית. 
,1)אם הווקטורים   . ג 2,..., ), ( ,..., 2,1)n n   פותרים את המערכת והווקטור

( 1,..., 1)n n+  אז המערכת לא הומוגנית.   ,לא פותר את המערכת +

1
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0Axמטריצה כך שלמערכת  Aתהי  (19  פתרון יחיד. =
 :הוכיחו או הפריכו

 הפיכה. A . א

 פתרון יחיד.  TAלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ב
 פתרון יחיד. Aלכל מערכת לא הומוגנית עם מטריצת מקדמים  . ג

 

תהי  (20
m nA 

m-מטריצה ממשית כך ש  n. 

 :הוכיחו או הפריכו
0Axממד מרחב הפתרונות של המערכת   . א nהוא   = m−. 

)למערכת   .ב ) 0TA A x  יש אינסוף פתרונות. =

)ייתכן מצב בו למערכת  . ג ) 0TA A x  יש פתרון יחיד. =

)ייתכן מצב בו למערכת  .ד ) 0TAA x  יש פתרון יחיד. =

 
0B, כך שלכל מטריצה ריבועית nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (21   מסדרn ,

0ABמתקיים  . 
)-הוכיחו ש )rank A n=. 

 
mמטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 n. 

 . ואם היא נכונה או לא. נמק ולגבי כל אחת מהטענות הבאות, קבע

Axאם למערכת  . א b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b= יש פתרון לכל ,mb. 

mעבור   .ב n=  אם למערכת ,Ax b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b=  יש פתרון לכלmb. 
0Axאם למערכת ההומוגנית  . ג mיש אינסוף פתרונות, אז בהכרח   = n. 

T-ייתכן ש .ד

nA A I=  וגםT

mAA I=. 

mאם  .ה n  0ואם למערכתAx אז יש מערכת לא    ,יש פתרון יחיד =
Axהומוגנית  b=   .עם יותר מפתרון אחד 

 

)תהא   (23 )4 4A M R   4ויהיb R. 

Axהומוגנית הלא  מערכתפתרונות של ה v-ו uידוע כי   b=. 

wנגדיר   . א u v = + . 

Axהמערכת  תרון שלפ wהוכיחו כי אם גם  b= 1, אז + =. 

2wנניח בנוסף כי   .ב u v= − 2A של המערכת וןהוא פתר  + x b=. 
Aהוכיחו כי   I− .לא הפיכה 

  

1
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נתון  (24

1 2 0 2 3

2 4 1 3 6

3 6 3 8 8

A

 
 

=
 
 − − − − 

, ויהי  

1

4

3

b

 
 

=  
 
 

 . 

)הראו כי   . א )2, 1,1, 1,1
T

v = − Axהמערכת  פתרון של  אהו − b=. 

0Axמצאו את קבוצת הפתרונות של המערכת ההומוגנית   .ב =. 

)מצאו   . ג )5 2,C D M כך ש , -C D ו-

1 1

4 4

3 3

AC AD

− 
 

= = − 
 − 

. 
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 תשובות סופיות 

. א (1

2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     
     

 

ב.  

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     
     = = =
     
     

− −     

 

2) 

4 2 4 1

2

6 3 3

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

3) 

2 4 1

5 2

6 3

y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− − =

 

4) 

(4 ) 2 4 1

( 1) 2

6 (3 ) 3

k x y z

x k y z

x y k z

+ − + =

+ − + =

− + + =

 

5) 

3 2 4 0

2 0

6 2 0

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

6) 

2 3

2 3 6 6

4 9

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − − =

+ + =

 

7) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

8) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

 .הוכחהשאלת  (9

10) 

3

1

6

x

y

z

−   
   

=   
   −   

 

2kאם  (11  1 אוk   , אז יש פתרון אחד.−

2kאם   , אז יש אינסוף פתרונות. =

1kאם  =  , אז אין פתרונות. −

12) 5, 9m k= = 

 הוכחה.שאלת  (13

1
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-הוא קבוע השווה ל −1Aסכום האיברים בכל שורה של   (14
1

k
 . 

 הוכחה.שאלת  (15

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 הוכחה.שאלת  (18

 הוכחה.שאלת  (19

 הוכחה.שאלת  (20

 הוכחה.שאלת  (21

 הוכחה.שאלת  (22

 הוכחה.שאלת  (23

)ב.   א. שאלת הוכחה. (24 ) ( )1 2 3 4 5, , , , , 2 , , , ,x x x x x t s s t t t= − − − − 

)ג.  ) ( )

2 2 1 1

1 1 0 0

0 11 1 0 0

1 1 2 2

1 1 2 2

C t s D t s

− −   
   
−   
   = = = = = =−
   
− −   
   − −   

 

1
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 לפי הגדרה ולפי דירוג  החישוב דטרמיננט

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדר חשבו 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי דירוג. חשבו 7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −
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א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  חשבו 10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:, והרא   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 ג.  

12 15 18

13 16 19

14 17 20

 

 

1
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 : חשבו

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

כי:   הוכיחו (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 

 

1
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כי:   הוכיחו (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

:  חשבו (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  (19

הנבדלות ביניהן רק   n  מסדר B- ו A  נתונות שתי מטריצות ריבועיות .א
k(1- בשורה ה )k n . 

  ,k- אך נבדלת מהן בשורה ה B- ו A  מטריצה הזהה למטריצות Cתהי  
 .B  של k- והשורה ה  A  של k- שם היא שווה לסכום השורה ה

|כי   וח יהוכ  | | | | |A B C+ =. 

  חשבו: .ב

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3ג.   0ב.   0א.  (6
 104ג.   44ב.   24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilפתרונות באתר:  (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה. שאלת  (16

 הוכחה. שאלת  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

 0ב.  א. שאלת הוכחה.  (19

1
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 nחישוב דטרמיננטה כללית מסדר 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   .א )n n ijA a הנתונה ע"י:  =

 

1

1 ,

1 ,

0

ij

i j n

a i n j n
a

a j n i n

else

= 


  =
= 

  =


. 

עבור אילו ערכים של המספרים הממשיים   .ב
0 1,..., na a −

הבאה  , המטריצה  

:  הפיכה

0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1

n

A

a a a −

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

? 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (2 )n n ijA a י: ל ידהנתונה ע=

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



. 

 ?n-עבורו דרגת המטריצה קטנה מ n  האם קיים ערך של
 

|את  חשבו  (3 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידי

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (4 )n n ijA a |הנתונה ע"י:   = |ija i j= −. 

 

|את  חשבו  (5 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידיij

a i j
a

b i j

=
= 


. 

  

1
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1n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (6 :

1 2 2 2 2

4 2 4 4 4

6 6 3 6 6

8 8 8 4 8

2 2 2 2n n n n n

−

−

−

−

−

. 

 
|את  חשבו  (7 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=  :נתונה על ידי 

 .א min ,ija i j= 

 .ב ,ija Max i j= 

 

)המטריצה   (8 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min 3( 1),3( 1) 1 ,

1 1 1
ij

i j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A. 
 

)המטריצה   (9 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min ( 1), ( 1) 1 ,

1 1 1
ij

k i k j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A עבור אילו ערכים של הקבוע  מצאו וk  .המטריצה הפיכה 
 

3n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (10 : 

0 1 1 1 1

0 1 0

1 2 , 1 1 0

1 2 , 1 1 0

1 0

ij

i j x x x

i n j x x x
a

j n i x x

x else x x

x x x

 = 
 

  = =    =   

. 

 

)תהי   (11 )ijA a=   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את  חשבו  |n n nD A =. 
 עצמיים. הערה: נפתור תרגיל זה בדרך אחרת בפרק על ערכים עצמיים ווקטורים 

 
  

1

פרק 3דטרמיננטות

42

42



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

)המטריצה   (12 )ijA a=  :1נתונה על ידי

1

ij

a i j

a b i j

c j i

=


= = +
 = +

. 

|נוסחת נסיגה לחישוב  מצאו   .א |n n nD A =. 

,3הניחו כי   .ב 1, 2a b c= =  וחשבו:  =
 . ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.1
20n. את הדטרמיננטה עבור 2 = . 

 

nנתונה מטריצה   (13 nA . 

 במטריצה זו מבצעים את פעולות השורה הבאות:
מחליפים בין השורה הראשונה לשורה האחרונה, בין השורה השנייה לשורה  

 שורות. הלפני אחרונה וכך הלאה, עד שלא ניתן יותר להחליף 
 .Bבסוף התהליך מקבלים מטריצה  

|את  חשבו  |B   במונחי| |A . 
 

את  חשבו  (14

1

1

0

0
n

n n

D



2nכאשר   =   .טבעי 

הערה:  
1 1

0
ij

i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

את  חשבו  (15

1

2
det

2

2

n

n n

D

n


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

2
ij

i i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

detn  אתחשבו  (16

n n

b

b
D

b

a

a


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

ij

b i j n
d

a else

+ = +
= 


. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (17 )n n ijA a הנתונה ע"י:   =

 min , 1ija i n j= − +. 

1
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2n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (18  

1 2

1 1

1 2 1

2 1

1 2 1

n n

n n

n n

n

n n

a a a x

a a x a

a a a a

a x a a

a a a a

−

−

−

−

. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות

) א. (1 ) 2| | 1A a n a= − הפיכה אם ורק אם   Aב.  −
0 0a . 

)1א.  (2 1) !n n+−   .ב. לא 

3) | | !A n=  

4) 1 2| | ( 1) ( 1)2n nA n+ −= − − 

5) 2| | ( ) [ ( 1) ]nA a b a n b−= − + − 

6) 1( 3) (2 3) !n n n−− − 

|א.  (7 | 1A |1ב.  = | ( 1)nA n+= − 

8) 2| | 2 3nA −=  

9) 2| | ( 1) nA k k −= −  1המטריצה הפיכה אם ורק אם  וk    0וגםk =. 

10) 1 2| | ( 1) ( 1)n nA x n− −= − − 

11) 
1

1 ( 1)(2 1)
6

nD n n n= + + + 

2א.  (12 3

1 1 2 3, , 2n n nD aD bcD D a bc D a abc− −= − = − = − 

12.  1ב. 1n

nD += 21.  2ב. −

20 2 1D = − 

13) 
2

1

2

( 1) | | even
| |

( 1) | | odd

n

n

A n
B

A n
−


−

= 
 −

 

14) 
2

1

2

( 1)

( 1)

n

n n

n even
D

n odd
−


−

= 
 −

 

15) 

2

2

1

2

( 1) 2( 2)!

( 1) 2( 2)!

n

n n

n n even
D

n n odd

+

+


− −

= 
 − −

 

16) 
 

 

12

1

12

( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1)

n

n

n n

n

b a b n a n even
D

b a b n a n odd

−

−

−


− − + −

= 
 − − + −

  

17) 

1

2

2
1

2

( 1)

( 1)

n

n n
n

n odd
D

n even

−

−
+ −


−

= 
 −

 

18) 
2

1 2 1

1

2
1 2 1

( 1) ( )( ) ... ( )

( 1) ( )( ) ... ( )

n

n n

n n

n n

a x a x a x a n even
D

a x a x a x a n odd

−

−

−


− − −   −

= 
 − − −   −
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 ת חישוב דטרמיננטה לפי משפטי דטרמיננטו

 שאלות

|,  3מטריצות מסדר   B- ו A  ן כינתו 1-2בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 : חשבו

1א.  (1 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (2 3| |TA B A−−   .2ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (3 )PQ APQ B− =. 

|:  הוכיחו | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (4 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|את   חשבו |B. 

 

2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (5 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|את   חשבו |, | |A B. 

 

1  .1: הוכיחו (6 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (7

|- ש הוכיחו | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (8 | 128A =, 22 TAB B A=ו , -B הפיכה . 
 .nאת   ומצא

 

) :ןנתו  (9 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 :חשבו
det

3

n nB A−. 

 

1
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נתון   (10

a b c d

b a d c
M

c d a b

d c b a

 
 
− −

 =
 − −
 
− − 

. 

)הוכיחו כי   )
2

2 2 2 2det( )M a b c d= + + +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות תשובות 

ב.     4 א. (1
132 

 −112 .ב  −8 .א (2

 הוכחה. שאלת  (3

4) 
81

32
 

5) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה. שאלת  (6

 הוכחה. שאלת  (7

8) 7  

9) 4n 

 שאלת הוכחה.  (10

1
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 כלל קרמר

 שאלות 

 את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  ורפת 3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:   (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.   

 למערכת פתרון יחיד? kעבור איזה ערך של   . א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו    kהאם קיים   . ג
1

5
x =? 

- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידשאם למערכת   וחיהוכ .ד
x y z t r= = = =. 

 

A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

0Axאם למערכת ההומוגנית  . א 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז  = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  . ג ) 0AB x |-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.    − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה   ב. לא נכונה.  א. לא נכונה. (5

1
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 תרגילי חישוב –לכסון מטריצות 

 שאלות 

 : 4-1בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 מטריצה אופיינית. מצאו   . א

 פולינום אופייני. מצאו  .ב

 ערכים עצמיים ואת הריבוב האלגברי של כל ערך עצמי. מצאו  . ג

 מרחבים עצמיים ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ערך עצמי. מצאו   .ד

 וקטורים עצמיים.מצאו  .ה

 האם המטריצה ניתנת ללכסון.קבעו  .ו

 . אותהלכסנו במידה והמטריצה ניתנת ללכסון,  .ז

1P- כך ש ,Pמטריצה הפיכה מצאו  ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 .2009Aחשבו   ,במידה והמטריצה ניתנת ללכסון .ח

 את הפולינום המינימלי. מצאו   . ט

 האם המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיים.קבעו  .י

 ,בלבד I-ו  Aבעזרת  −1Aאת בטאו  ,במידה והמטריצה הפיכה
 המילטון. תוך שימוש במשפט קיילי 

1) 

0 2 1

0 2 1

0 1 0

A

− 
 = −
 
 

 2) 

1 1 0

0 1 0

0 0 2

A

 
 

=  
 
 

 

3) 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

A

 
 

=  
 
 

 4) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

 

 

 . וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ומצאו  6-5בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 . אותהלכסנו במידה והמטריצה ניתנת ללכסון, 

1P- שכך   ,Pמטריצה הפיכה מצאו  ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  Dאשר  כ, =

 . ופעם מעל  פעם מעלפתרו 

5) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 6) 

2 1

1 4
A

− 
=  
 

 

1
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 : וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ומצאו    11-7בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

7) 

4 1 1

1 2 1

1 1 2

A

− − 
 

= −
 
 − 

 8) 

1 1 4

3 2 1

2 1 1

A

− 
 

= −
 
 − 

 

9) 

1 1 2

1 2 1

2 1 1

A

 
 

=
 
 
 

 10) 
1 1

4 1
A

 
=  
 

 

11) 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

  

 

3מטריצה ממשית ריבועית מסדר   Aתהי  (12 3. 

 הווקטורים העצמיים של המטריצה הם ידוע כי 
1 2 3

0 1 1

0 , 1 , 1

1 1 0

v v v

−     
     

= = =
     
     
     

, 

1: והם מתאימים לערכים העצמיים  2 36, 2 , 4  = = = −. 

 . A  את המטריצהמצאו  

 

3 מטריצה ממשית ריבועית מסדרהאם קיימת קבעו  (13 3, 

 בעלת וקטורים עצמיים 
1 2 3

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9

v v v

     
     

= = =
     
     
     

, 

1  :המתאימים לערכים העצמיים 2 31, 2 , 3  = = =. 

 אותה. מצאו במידה וקיימת מטריצה כזאת, 
  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1

2 1

0 2 1

0 1

x

x

x

− 
 

−
 
 − 

)ב.    ) ( )
2

1p x x x= ,0ג.   − 1x x= =, 

1x  הריבוב האלגברי של 0x הריבוב האלגברי של, ו2הוא  =  .1הוא  =

ד.   1 1,1,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     0 1,0,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

1,1,1,ה.   . לא ניתנת. ח-ו 1,0,0

)2ט.  ) ( 1) deg 3m x x x= −  הפולינום האופייני הוא גם הפולינום המינימלי.  – =
 לא הפיכה.י. 

א.  (2

1 1 0

0 1 0

0 0 2

x

x

x

− − 
 

−
 
 − 

)ב.     ) ( ) ( )
2

1 2p x x x= − ,1ג.  − 2x x= = 

1x  הריבוב האלגברי של 2x הריבוב האלגברי של, ו2הוא  =  .1הוא  =

  ד. 1 1,0,0xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 0,0,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

0,0,1,ה.   לא ניתנת. ח. -ו 1,0,0

)ט.  ) ( ) ( )
2

1 2 deg 3m x x x= − −  הפולינום האופייני הוא גם המינימלי.  – =

 הפיכה. י.

א.  (3

1 0 1

0 1 0

1 0 1

x

x

x

− − 
 

−
 
 − − 

)ב.     ) ( ) ( )1 2p x x x x= − ,0 ג. − 1, 2x x x= = = 

0x 1x ,1רי: ריבוב אלגב – = 2x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

  ד. 0 1,0,1xV sp= =  .1:  ריבוב גיאומטרי – −

     1 0,1,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

,ה.  ,0,1,0 1,0,1 ז.  ניתנת ללכסון.ו.  −1,0,1

-1 0 1

0 1 0

1 0 1

P

 
 

=
 
  

 

ח. 

2016 2016

2016 2016

2 0 2

0 1 0

2 0 2

 
 
 
 
 

)ט.   ) ( ) ( )1 2m x x x x= −  לא הפיכה. י. −

  

1
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א.  (4

1 3 0

3 1 0

2 2 6

x

x

x

+ − 
 
− +

 
 − 

)ב.     ) ( )( ) ( )6 2 4p x x x x= − − + 

,6 ג. 2, 4x x x= = = − 

4x = 2x, 1רי: ריבוב אלגב – − 6x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

ד.   6 0,0,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 1,1,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

     4 1,1,0xV sp=− =  . 1: ריבוב גיאומטרי – −

,ה.  ,0,0,1 1,1,0  ז. ניתנת ללכסון.ו.   −1,1,1

0 1 -1

0 1 1

1 1 0

P

 
 

=
 
  

 

ח. 

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017 2017

2 ( 4) 2 ( 4) 0
1

2 ( 4) 2 ( 4) 0
2

6 2 6 2 2 6

 + − − −
 

− − + − 
 − + − +  

 

)ט.  ) ( 6)( 2)( 4)m x x x x= − −  הפיכה. י.  +

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים.אין פתרונות מעל   (5

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v  ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:  (6 3: יםעצמי ים, וקטור = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

ערכים עצמיים:  (7
1 2,32, 3x x= =, 

)וקטורים עצמיים:   ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

3 3 21,0,1 , 1,1,0 , 1,1,1x x xv v V= = == = = 

8) 1,  3,  2x x x= = = − ,( )1 1, 4,1xv = −=  ,( )3 1, 2,1xv = = ,( )2 1,1,1xv =− −= 

9) 1,  4,  1x x x= = = − ,( )1 1, 2,1xv = −=  ,( )4 1,1,1xv = = ,( )1 1,0,1xv =− −= 

10) 1,  3x x= − = ,( )1 1, 2xv = −=  ,( )3 1, 2xv = = 

11) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v  ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

12) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= −
 
 − − 

 

 אין כזו מטריצה. (13

1
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 חקירת הלכסינות של מטריצה

 שאלות 

 נתונה המטריצה (1

4 0 0

1 0

1 0

A k

k

 
 

=
 
 
 

 .ממשי קבוע kכאשר   ,

 המטריצה לכסינה? k לאיזה ערכים של . א

 .A- מטריצה אלכסונית הדומה ל  ולכסינה מצא A במקרים בהם .ב

 

 נתון (2

4 0 0

1 0

1 1

A k

k

 
 

=
 
 
 

 .ממשי קבוע kכאשר  ,

 ?לכסינההמטריצה )אם בכלל(  kלאיזה ערכים של 

 

2נתונה המטריצה  (3

2

1 0 0

1 0

1 0

A a

a

 
 

=  
 
 

 .a, כאשר  

 .לכסינה מעל   A- , כך שaמצאו את כל ערכי   . א

 מטריצה אלכסונית הדומה לה. ולכסינה מצא  Aו במקרה ב .ב

 

נתונה המטריצה  (4

1 1

1 1

1 1

m

A m

m

 
 

=
 
 
 

 .m, כאשר  

 לכסינה?  A, המטריצה  mעבור אילו ערכים של  
 כאשר היא לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לה.

 

 נתון (5

2 2 1

1 1 2

0 6

k k k

A k

k

− + 
 

= − −
 
 − − 

 חיובי.  ממשי קבוע kכאשר  ,

 ?A יהיה ערך עצמי של המטריצה 2המספר  kלאיזה ערך של הפרמטר  . א

 שמצאת בסעיף א:  k-עבור ערך ה 

 . 2את הריבוי האלגברי והריבוי הגיאומטרי של הערך העצמי   ומצא .ב

 מטריצה אלכסונית הדומה לה. ושהמטריצה ניתנת ללכסון ומצא וחיהוכ . ג

 

1
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1  נתונה המטריצה הממשית (6 3 2

2 8 5

a b b

A

 
 

= −
 
 − − 

. 

 .בלבד -1-ו 1יהיו  Aעבורם הערכים העצמיים של  b-ו aמצאו את ערכי   . א

 האם המטריצה לכסינה.  ובסעיף א' קבע  םשמצאת b-ו  aעבור ערכי   .ב

 

נתונה המטריצה  (7

2 0 2

1 1 2

0 0

a

A a

a

− 
 

= − 
 
 

 ., מעל 

 .לכסינהA, עבורם  aמצאו את כל הערכים של  . א

 . A-הדומה ל Dלכסינה מצאו מטריצה אלכסונית  Aבמקרים בהם  .ב

 

נתונה המטריצה  (8

2 0

0 2 0

0 0 2

a a

A a

a

 
 

=  
 + 

 .a, כאשר  

 .A, מצאו את הערכים העצמיים של aעבור כל ערך של   . א

 לכסינה? A, המטריצה aעבור אילו ערכי   .ב
 . A-הדומה לבכל אחד מהמקרים, רשמו מטריצה אלכסונית 

 

: נתונה המטריצה הבאה מעל  (9

0 0

1 0

0 1

a

A b

c

 
 

=
 
 
 

 , 

,כאשר  ,a b c  1מספרים ממשיים המקיימיםa b c− + = −. 

 ומצאו את הריבוי הגיאומטרי שלו.Aהוא ערך עצמי של   −1הוכיחו כי   . א

1aנתון כי   .ב b=  . 
 מיים. הוכיחו כי המטריצה ניתנת ללכסון ומצאו את כל ערכיה העצ

ידוע כי   . ג
2

0
2

b a
a

− 
+  

 
. 

 שהמטריצה לא ניתנת ללכסון.  וחיהוכ

 

a,מצאו את כל הערכים של המספרים הממשיים   (10 bכך שהמטריצה , 

0

0

0 0

a b a

A b a

b

− 
 

=  
 
 

 לכסינה. 

  

1
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נתונה המטריצה  (11

0 0

0 0

1 2 1

a

A b

 
 

=
 
 
 

. 

a,עבור אילו ערכי   . א b A  .לכסינה? נמקו 

דומה   A- לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית שA- בכל אחד מהמקרים ש .ב
 לה. 

 

נתונה המטריצה  (12

3 0 0 0

1 2 0 0

0 0 2 0

0 0

A

a b

 
 
 =
 
 
 

a,, כאשר   b. 

 לכסינה.  A- , כך שb-ו aמצאו את כל הערכים של 
 בכל מקרה בו היא לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לה. 

 

נתונה מטריצה ממשית  (13

1 3

3 5 3

1 1 1

a

A

− 
 

= −
 
 − − 

 פרמטר ממשי.  a, כאשר  

2-ידוע ש =  .2הוא ערך עצמי שלה, עם ריבוב גיאומטרי  −

 ?aמהו ערכו של  . א

 האם המטריצה לכסינה? .ב

 

נתונה המטריצה  (14

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a

a
A

a

a

 
 
 =
 
 
 

 .a, כאשר  

 ?? מעל לכסינה מעל   A- , כך שaהאם קיימים ערכי  
 .A- , רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לaאם כן, עבור כל ערך כזה של 

 

נתונה המטריצה  (15

1 0 0

2 2A a a

a a a

 
 

= −
 
 − 

 ., מעל 

 לכסינה: Aעבורם   aמצאו את כל ערכי  

 .מעל   . א

 .מעל   .ב
 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

4kא.  (1     .4)ב, , )D diag k k= 

 .kלא ניתנת ללכסון לכל ערך של    Aהמטריצה   (2

1aלכסינה אם ורק אם  Aא.  (3  .   .ב( )2 21, ,D diag a a= − 

4) A  לכסינה לכלm ודומה למשל ל -( 1, 1, 2)D diag m m m= − − + 

3kא.  (5 ,2)ג.  .1 = ר"ג .1 = ר"א .ב  = 3, 5)D diag= − − 

,3א.  (6 4a b= = ,1או  − 0a b=  .המטריצה לא לכסינהב.   =

)דומה למטריצה אלכסונית  ב.   .aלכסינה עבור כל   Aא.  (7 ,1,2)D diag a=. 

,0אם  א.  (8 2, 1a  2, אז יש שלושה ע"ע שונים − ,2 , 2a a a+. 

0aאם         .2-ו 0, הע"ע הם =
1aאם        =  .−2-ו 1, הע"ע הם −
2aאם         .4, יש ע"ע אחד והוא =
,2לכסינה אם ורק אם  Aב.   1a  −. 

)במקרה זה היא דומה למטריצה   )2 , 2 , 2D diag a a a= +. 

 שאלת הוכחה. (9

0aאם  (10 b= 0aאו אם , =  0-וb  .לכסינהAאז  ,=

 לכסינה בשלושה מקרים:  Aא+ב.   (11
0,1aכאשר   1,0)- ואז דומה ל, )D diag a= 

0aאו כאשר  0bוגם  = D(0,0,1)-ואז דומה ל = diag= 

1aאו כאשר  וגם  =
1

2
b = D(0,1,1)-ואז דומה ל − diag= 

12) A :לכסינה אם ורק אם 
1 .2,3b   3,2,2)ואז, )D diag b=. 

2b. 2 או 0aוגם  = D(3,2,2,2)ואז  = diag=. 

3b. 3 או 0aוגם  = D(3,3,2,2)ואז  = diag=. 

3aא.  (13  כן.  ב.  =

0aלכסינה אם : מעל   (14 D(0,0,0,0)-ודומה ל = diag= . 

)-דומה ל aלכסינה לכל : מעל   , , , )D diag a a ai ai= − − . 

0aאם ורק אם  לכסינה מעל   Aא.  (15  . aלכל   לכסינה מעל   Aב.   . =

1
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 דמיון מטריצות 

 שאלות 

 כי:הוכיחו מטריצות דומות.  B-ו A-שידוע  (1

| . א | | |A B= 

) .ב ) ( )tr trA B= 

 אותו פולינום אופייני. B-ו A- ל . ג

 

1Pבאינדוקציה: אם הוכיחו  (2 AP B− 1nאז  ,= nA PB P−=. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (3

  .4Aדומה למטריצה  Aידוע כי  ו n מטריצה ממשית מסדר Aידוע כי   . א
 מטריצה לא הפיכה.  Aהוכיחו כי  

הוכיחו שהמטריצות  .ב
0 1 0 4

, 4
0 0 0 0

A A
   

= =   
   

 דומות.  

 

נתונות שתי מטריצות ממשיות:  (4
2 0 0

1 3 2 , 1 7 0

2 8 5 9 17 6

a b b

A B

   
   

= − = −
   
   − − −   

. 

a,האם קיימים קבועים ממשיים  b ,  כך שהמטריצהA דומה למטריצה B? 

 

, :n נתונות שלוש מטריצות ריבועיות מסדר (5 ,A B C.  כיהוכיחו: 

 דומה לעצמה. A . א

 . A- דומה ל Bאז  ,B-דומה ל Aאם  .ב

 .C- דומה ל Aאז  ,C-דומה ל B- ו B-דומה ל Aאם  . ג

 .−1B- דומה ל −1A אז ,ושתיהן הפיכות B-דומה ל Aאם  .ד

 טבעי. kלכל  ,kB- דומה ל kAאז  ,B-דומה ל Aאם  .ה

)- ו B-דומה ל Aאם  .ו )q x אז ,פולינום ( ) q A דומה ל-( ) q B . 

 .TB- דומה ל TAאז  ,B-דומה ל Aאם  .ז

)אז  ,B-דומה ל Aאם  .ח ) ( )rank rankA B=. 

)אז  ,B-דומה ל Aאם  . ט ) ( )Nullity NullityA B=. 

 

)  – הערה )Nullity A= 0 מימד מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגניתAx =. 

1
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 :הפריכואו הוכיחו  (6

 הן דומות.  ,אותו פולינום אופייני 3אם לשתי מטריצות מסדר  . א

 הן דומות.  ,אותו פולינום מינימלי 3אם לשתי מטריצות מסדר  .ב

 , אם לשתי מטריצות אותו פולינום אופייני ואותו פולינום מינימלי . ג
 אז הן דומות. 

 המטריצות הבאות דומות .ד
3 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

A B
   
   = =
   
   

. 

 

 .2- ו 1, 0יש ערכים עצמיים  3מסדר  A ידוע שלמטריצה ריבועית (7
 : מדוע לא ניתן לעשות זאתהסבירו  כל אחד מהבאים או  וחשב

) . א )rank A 

) .ב )dim Ker A 

)tr . ג )A 

TA .ד A 

TA ע"ע עבור .ה A. 

) ע"ע עבור .ו )
1

24 10A A I
−

+ +. 

 

)  – הערה  ) ( )dim Ker NullityA A= 

 

 פולינום מינימלי. כי למטריצות דומות אותו הוכיחו  (8

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (9

 .C שתי מטריצות הדומות למטריצה B-ו A . א
 .B- דומה ל  A  כי וחיהוכ

  שהמטריצות הבאות דומות: וחיהוכ .ב
1 2 1 1

,
2 4 4 4

A B
   

= =   
   

. 

 

 המטריצות הבאות דומות:  xעבור אילו ערכים של   (10

3 0 1 1 0

2 1 1 , 0 1 0

2 0 0 1 2

x

A B

x

−   
   

= − =
   
   −    

 

 

 

1
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 הוכיחו שכל אחת מהמטריצות הבאות אינה דומה לאף אחת מהאחרות:  (11

1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1

0 1 0 , 0 1 1 , 1 1 0 , 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1

A B C D

−       
       

= = = = −
       
       
       

 

 

,נתונות שתי מטריצות  (12 [ ]nA B M. 

 ניתנת ללכסון.  A  נתון כי
 :וחיהוכ

B דומה ל-A אם ורק אם B ניתנת ללכסון והיא בעלת אותם ע"ע כמו של A. 

 

נתונות המטריצות  (13

2 0 0

2 2

3 1 1

A a

− 
 

=
 
 
 

-ו 

1 0 0

0 2 0

0 0

B

b

− 
 

=  
 
 

a,, כאשר  b. 

 דומות? B-ו Aהמטריצות   b-ו aעבור אילו ערכים של  

 

נתונות המטריצות  (14

1 0

0 3 0

0 1

a

A

a

 
 

=
 
 
 

-ו 

3 0 0

0 1 0

0 0 3

B

 
 

= − 
 
 

 .a, כאשר 

1P  -כך ש  P האם קיימת מטריצה הפיכה וקבע AP B− =. 

 

נתונות המטריצות  (15

1 0 ... 0 0

0 2 ... 0 0

0 0 ... 1 0

0 0 ... 0

A
n

n

 
 
 =
 −
 
 

-ו 

0 ... 0 0

0 1 ... 0 0

0 0 ... 2 0

0 0 ... 0 1

n

n
B

 
 

−
 =
 
 
 

. 

  -כך ש ,P  מטריצה הפיכה ואם כן, מצא האם המטריצות דומות. וקבע
1P AP B− =. 

 

A,תהיינה  (16 B מטריצות ב-( )nM וכן  1, בעלות דרגה ,( ) ( )tr trA B k= כאשר   ,=

k 0-מספר ממשי שונה מ. 

 .B-ו Aמצאו את הפולינום האופייני של  . א

 דומות.  B-ו A-הוכיחו ש .ב
  

1
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3מטריצה מסדר  Aתהי  (17 3  עם פולינום אופייני( ) ( )( )
2

1 4p t t t= − ונתון כי  , +

(4 ) 1I A + =. 

 .2A רשמו את הפולינום האופייני של . א

4הוכיחו שהמטריצה   .ב 10 9A A I−  לא הפיכה, ומצאו את ממד מרחב +

)הפתרונות של המערכת   )4 10 9 0A A I x− + =. 

 

,נתון כי   (18 , , [ ]nA B C D M כך ש-A  דומה ל-B ו -C דומה ל-D. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

A . א C+ דומה ל-B D+. 

 .BD-דומה ל AC .ב
 

 :יכואו הפר וחיהוכ (19

 אם שתי מטריצות שקולות שורה אז הן דומות. . א

 אם שתי מטריצות הן דומות אז הן שקולות שורה. .ב
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (20

Aאז  B-דומה ל A : אםוחיהוכ . א kI− דומה ל- B kI−. 

 האם המטריצות הבאות דומות:  ובדק .ב

 

1 1 1 1 1 0

0 1 0 , 0 1 1

0 0 1 0 0 1

A B









=


 
 




 

=


 






 

 האם המטריצות הבאות דומות:  ובדק . ג

1 1 1 0

0 0 ,

0

5 7

2

0 0

2

2

0

20

7A B









=


 
 




 

=


 






 

 

 מטריצות דומות.  B-ו A  נתון כי (21
 גיאומטרי זהה. ואותם ערכים עצמיים עם ריבוי אלגברי  B-ו A-הוכיחו של

 

7מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 7 4, בעלת דרגה. 

)נתון שהפולינום  ) 4 27 10q t t t= − )מחלק את הפולינום האופייני  + )p t  שלA. 

 .Aמצאו את הפולינום האופייני של 

 לכסינה ומצאו מטריצה אלכסונית שדומה לה.  A-הוכיחו ש . א

)מצאו את   .ב )2tr A. 
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,נתונות שתי מטריצות  (23 ( )nA B M R. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

B אם . א I+ דומה ל- I A− 2 אזA 2 -דומה לB . 

אותה דרגה, אותו פולינום אופייני, אותה דטרמיננטה  B - ול A -אם ל .ב

)ואותו סכום איברי אלכסון  )trace  .אז הן בהכרח דומות 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

 הוכחה.שאלת  (3

 לא.  (4

 הוכחה.שאלת  (5

 הוכחה.שאלת  (6

1ו.  ה. לא ניתן לחשב. 0ד.  3ג.  1ב.  2א.  (7 1
15 371, , 

 הוכחה.שאלת  (8

 שאלת הוכחה. (9

10) 0x = 

 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12

13) 2b = 0a-ו − = 

2aכן, עבור   (14 =  

 .0ושאר האיברים  1מטריצה שהאלכסון המשני שלה  P -המטריצות דומות ו (15

)א.  (16 ) ( ) 1n n

A Bp t p t t kt −= =  ב. שאלת הוכחה. −

)2א.  (17 ) ( 1)( 16)p x x x= −  . 1ב. ממד מרחב הפתרונות הוא  .−

 שאלת הוכחה. (18

 שאלת הוכחה. (19

 לא דומות.ג.   לא דומות. ב.  שאלת הוכחה.א.  (20

 שאלת הוכחה. (21

)א.  (22 )0,0,0, 2, 2, 5, 5D diag= − )ב.   − )2 14tr A = 

 שאלת הוכחה. (23

1
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 תרגילי תיאוריה –לכסון מטריצות 

 שאלות 

 .Aנתונה מטריצה ריבועית  (1
 הוכיחו או הפריכו:

 אם ורק אם המטריצה איננה הפיכה. ,A ערך עצמי של המטריצה 0 . א

אז   ,Aע"ע של   -הפיכה ו Aאם  .ב
1


 .−1Aהוא ערך עצמי של  

 . אותו פולינום אופיינייש את  TA-ול A- ל . ג

 .אותם וקטורים עצמייםיש את  TA-ול A- ל .ד

 .Aהוא ע"ע של   אז  ,הוא  Aאם סכום האיברים בכל שורה של   .ה

1אם  .ו TA A− 1אז  ,Aהוא ע"ע של   ואם  = = . 

2Aאם  .ז A=  ואם   הוא ע"ע שלA,  0אז 1או  = =. 

 

 הסעיפים הבאים:   2פתרו את  (2

 . 4השייך לערך העצמי   vיש וקטור עצמי   Aידוע שלמטריצה  . א

4נתונה המטריצה  22 10 4B A A A I= − + −. 
 וחשבו את הערך  Bוקטור עצמי גם של המטריצה  v-הוכיחו ש

 העצמי המתאים לו. 

 .  השייך לערך עצמי Aוקטור עצמי של מטריצה   v- נתון ש .ב
)יהי  )p x .פולינום 

)ו"ע של המטריצה  v-הוכיחו ש )p A השייך לערך עצמי ( )p . 
 

 הסעיפים הבאים:   2פתרו את  (3

 .2מסדר  Aנתונה מטריצה ריבועית  . א

-הפולינום האופייני של המטריצה שווה להוכיחו כי  .1
2

( ) tr( ) | |p x x A x A= − +. 

)trנתון כי   .2 ) 4A |. חשבו את = |A,  אם ידוע בנוסף שלמטריצה 
 יש ערך עצמי אחד.

 .n מסדר A נתונה מטריצה ריבועית .ב

1נניח כי   1

1 1 0( ) ...n n

np x x a x a x a−

−= + + +  .Aהפולינום האופייני של  +

0הוכיחו כי   1( 1) | | , tr( )n

na A a A−= − = −. 
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 .nמסדר  Aנתונה מטריצה  (4
 :הוכיחו

)ע"ע של   . א )rank A I n A−  . 

)-שווה ל  הריבוי הגיאומטרי של ע"ע   .ב )n rank A I− − . 

)אם  . ג )rank A k n=   ע"ע של המטריצה  0אזA  מריבוי גיאומטריn k−. 
 מה ניתן לומר על הריבוי האלגברי במקרה זה.

 

)ידוע כי   .4מסדר  Bנתונה מטריצה ריבועית  (5 ) 1rank B =.  
 :הוכיחו

 . Bע"ע של המטריצה  0 . א

 .3הוא  0הריבוי הגיאומטרי של הע"ע  .ב

 . 4או  3הוא  0הריבוי האלגברי של הע"ע  . ג

 ערכים עצמיים.  2לכל היותר  Bלמטריצה  .ד

)- אז הוא שווה ל  0-ע"ע פרט ל Bאם למטריצה  .ה )tr B. 
 

4נתונה מטריצה  (6 4 4

10 10 10

a b c

A a b c

a b c

 
 

=
 
 
 

 ( ). , ,a b c   

0kידוע שלמטריצה קיים ערך עצמי  = . 
 . A-מטריצה אלכסונית הדומה ל מצאו שהמטריצה ניתנת ללכסון ו הוכיחו

 

AB המקיימות nמטריצות מסדר  B-ו Aתהיינה  (7 BA=. 
1rankAנניח כי   n=  של המטריצה. 0וקטור עצמי השייך לערך העצמי  v-ו −
 . Bהוא וקטור עצמי של המטריצה   vכי   הוכיחו

 

0המקיימת   3מטריצה מסדר  Aתהי  (8 ( 10 ) ( 4 ) 3rank A I rank A I −  − . 

 .Aמצאו את הפולינום האופייני של המטריצה  . א

ואת הריבוי האלגברי והגיאומטרי של  Aמצאו את הערכים העצמיים של  .ב
 כל ע"ע. 

-מטריצה אלכסונית הדומה ל מצאו ניתנת ללכסון. אם כן,  Aהאם  קבעו  . ג
A. 

 הפיכה? Aהאם  קבעו  .ד

)2כי   הוכיחו .ה 10 ) ( 4 ) 0A I A I− − 4A- . האם ייתכן ש= I=   10אוA I=? 

 

5מטריצה מסדר  Aתהי  (9 5כך ש ,-det 12A=  וגם( ) ( )2 3I A I A + = − =. 

 לכסינה, ורשמו מטריצה אלכסונית דומה לה.  A-הוכיחו ש

1
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)נתונה מטריצה  (10 )1 2 nA a a a=  .)מטריצה עם שורה אחת( 

TAמצאו את הערכים העצמיים של המטריצה   A  1)הניחוn ( . 
 

3מטריצה מסדר  Aתהי  (11 3כך ש ,-

1 4

1 4

1 4

A

   
   

=
   
   − −   

), וכן   ) ( )2 4I A I A +  −. 

 לכסינה. A-הוכיחו ש
 

3מטריצה מסדר  Aתהי  (12 3   המקיימת( ) ( )2 5I A I A −  +. 

)-ידוע גם ש ) 3,1, 1span 2Axהוא מרחב הפתרונות של המערכת   − x=. 

 .A- לכסינה, ורשמו את כל המטריצות האלכסוניות הדומות ל A-הוכיחו ש
 

באיור שלפניך הגרפים של הפולינום האופייני  (13
 .2מסדר  C-ו A, B מטריצות 3של 

 ניתנת ללכסון.  A ידוע שהמטריצה
 את הדרגה של כל אחת מהמטריצות   ומצא

ניתנות  C-ו Bשגם המטריצות  הוכיחוו
 ללכסון. 

 

 .3מטריצה ממשית מסדר  A תהי (14
)detנתון כי   ) ( ) 0A tr A= 1וכי =  המטריצה.ערך עצמי של   =

 הוכיחו כי המטריצה ניתנת לליכסון ומצאו את כל הערכים העצמיים שלה. 
 

יהיו  (15
2, [ ]A B M. 

Aידוע כי   AB BA= −. 

2כי   הוכיחו 0A =. 
 

)-כך ש  2מטריצה ממשית לא הפיכה מסדר  Aתהי  (16 ) 1tr A  − . 

1כי   הוכיחו . א 1
( )

1 ( )
I A I A

tr A

−+ = −
+

. 

את מצאו בעזרת סעיף א  .ב
1

2 1

1 2

−

 
 
 

. 
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 .nמסדר  Aנתונה מטריצה ריבועית  (17

ויהיו 
1 2, ,..., n   הערכים העצמיים של המטריצה. 

 :הוכיחו

 . א
1

| |
n

i

i

A 
=

= 

 .ב
1

( )
n

i

i

tr A 
=

= 

 הערה: 
מתקבלים ממציאת השורשים של הפולינום האופייני מעל   הערכים העצמיים של המטריצה

 הערכים העצמיים לא בהכרח שונים זה מזה.  בנוסף,.

 

 .2מסדר  Aנתונה מטריצה ממשית  (18

)2אם  . א ) 3, ( ) 5tr A tr A= |את  מצאו . = |A. 

)מקבילים ואם  Aאם וקטורי העמודה של  .ב ) 5tr A )2את  מצאו  = )tr A. 

|אם  . ג | 5A )ע"ע שהם מספרים שלמים וחיוביים מהו  A- ואם ל = )tr A. 
 

|שמקיימת   3מטריצה מסדר  Aתהי  (19 | 1A =. 

אם  . א
1 3

2

i− +
 .Aאת כל הע"ע של מצאו  Aהוא ערך עצמי של  

100ידוע כי   .ב 2A aA bA cI= + +. 
,את  מצאו   ,a b c. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (20

)2הוא  A  הפולינום האופייני של מטריצה . א )Ap x x bx c= + +. 

4מצאו את הפולינום האופייני  ( )Ap x  4של המטריצהA. 

]2מטריצה   .ב ]A M R  מקיימת| | 0A . 

 הוכיחו שהמטריצה ניתנת ללכסון.
 

)מטריצה ריבועית עם פולינום אופייני  Aתהי  (21 ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 8 7

2 1 5 3p t t t t t= − + − +. 

 ?Aמה הדרגה של  . א

AP-הפיכה כך ש  Pידוע שקיימת מטריצה   .ב PD= כאשר ,D  .אלכסונית 
5Aחשבו את הדרגה של  I−. 

  

1
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תהי  (22
a c

A
c b

 
=  
 

 מטריצה ממשית.  

 .-ו על ידי   Aנסמן את הע"ע של  . א
 הוכיחו שהם ממשיים. 

-הניחו ש .ב =והוכיחו ש ,-
0

0
A





 
=  
 

. 

 

, שהפולינום האופייני שלה מטריצה לכסינה מעל  Aתהי  (23

( ) 4 3 22 3p t t it t= + +. 

2הוכיחו שהמטריצה   3A A I− ורשמו מטריצה אלכסונית  ,לכסינה מעל   +
 הדומה לה. 

 

 :ענו על הסעיפים הבאים (24

), בעלת פולינום אופייני מטריצה ריבועית מעל   Aתהי  . א ) 3 2 5p t t t= − +. 

3bלכל הוכיחו ש R ש למערכת יA b=x   פתרון יחיד ומצאו את| |A ו-( )tr A. 

Aמטריצה ממשית, כאשר  Aתהי  .ב I ובעלת פולינום אופייני ,( ) ( )
3

1p t t= −. 

)הפיכה, וחשבו את  A-הוכיחו ש )tr 2A I−. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (25

Aאם ורק אם  Aע"ע של  -ש הוכיחו . א I−א הפיכה.ל 

)מטריצה ריבועית, עם פולינום אופייני  Aתהי  .ב ) ( )( )
1

1 2
n

p t t t
−

= − +, 

2nכאשר  . 

2הוכיחו שהמטריצה   2C A A I= + לא הפיכה, ושהמטריצה   −
2 2D A I=  הפיכה. −

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (26

 את המונח מטריצה נילפוטנטית. ימווהדג וריהגד . א

 שכל הערכים העצמיים של מטריצה נילפוטנטית הם אפס.  הוכיחו .ב

 . הפריכואו  הוכיחוהאם הטענה ההפוכה לטענה בסעיף ב נכונה?  . ג

0nAאז  nמטריצה נילפוטנטית מסדר  Aשאם  הוכיחו .ד =. 

Bתהי , וnמטריצה נילפוטנטית מסדר  Aתהי  .ה A I= −. 
|את  מצאו   |B. 
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 את המשפט בנוגע לחישוב פולינום מינימלי של מטריצת בלוקים.   צטטו (27
 :בעזרת המשפט לעיל חשב את הפולינום המינימלי של המטריצה הבאה

         

2 1 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 4 3 0

0 0 2 5 0

0 0 0 0 7

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

)תהי  (28 )ijA a= :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את חשבו  |A. 
 

 סחו את המשפט בנוגע לחישוב פולינום אופייני של מטריצת בלוקים. נ (29

 : את הפולינום האופייני של המטריצה הבאהחשבו בעזרת המשפט לעיל  . א

9 8 5 7

1 3 2 4

0 0 3 1

0 0 6 8

M

 
 
− −
 =
 −
 
 

 

 את המשפט מסעיף א. הוכיחו .ב
 

 הוכיחו או הפריכו: .n מסדר ,B-ו A ,נתונות שתי מטריצות ריבועיות (30

 אותם ערכים עצמיים. BA-ו AB- ל . א

 ,B-ו Aשל  ,שונה מאפס ,וקטור עצמי v-נניח ש .ב
4 גם הוא וקטור עצמי של המטריצה vאז  10A B+. 

 

 מטריצה ריבועית הניתנת ללכסון.  Aתהי  (31

A, המטריצה  kהוכיחו כי לכל סקלר  . א kI+ .ניתנת ללכסון 

 הערך העצמי את , מצאו Aהוא ערך עצמי של המטריצה  4אם  .ב
A. של המטריצה kI+ 

 

3מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (32 3.   1ידוע כי 2,v v של  "עהם וA ,שונים מאפס  ,

1  "עהמתאימים לע וכי   ,=
3v 1 "עהמתאים לע ,שונה מאפס ,"עהוא ו = −. 

 כל אחת מהטענות:  הוכיחו או הפריכו

1אם הווקטורים   . א 2,v v  2018בת"ל, אזA I=. 

 ניתנת ללכסון.  A .ב

1קטורים והוא צרוף לינארי של הו 3v . ג 2,v v . 
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 הוכיחו או הפריכו: (33

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא הפיכה. . א

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא לא הפיכה. .ב

 כל מטריצה הפיכה ניתנת ללכסון.  . ג

קטור ואשר הו Aמת מטריצה יקי .ד

4

1

10

 
 
 
 
 

 .14הוא ו"ע שלה השייך לע"ע  

 

  Qמטריצה והניתנת ללכסון  Bמטריצה  :nנתונות שתי מטריצות מסדר  (34
 הפריכו:הוכיחו או הפיכה. 

1Qהמטריצה   . א BQ−   .אלכסונית 

1Qהמטריצה   .ב BQ− .ניתנת ללכסון 

 

 "ע.הוא ו vשעבורן   ,nאת קבוצת כל המטריצות מסדר  W- נסמן ב (35

 .nתת מרחב של מרחב המטריצות מסדר    Wהוכיחו כי   . א

עבור .ב
4

2 ,
0

n v
 

= =  
 

 .W- מצאו בסיס ל, 

 

תהי  (36
1

4 1

a
A

 
=  
 

 .ממשי קבוע aכאשר  ,

3aעבור   . א תנו דוגמה לזוג   ,=
x

y

 
 
 

 .A שאינו וקטור עצמי של 

הזוג  ,aעבור איזה ערך של   .ב
1

2

 
 
 

 ?A הוא וקטור עצמי של 

20יהי  . ג u  וקטור שאינו ו"ע של A. 

 הוכיחו כי הקבוצה ,u Au,  2מהווה בסיס של. 

 

2Aאם  ,תיקרא אידמפוטנטית Aמטריצה ריבועית  (37 A=. 
 מטריצה אידמפוטנטית.  Aתהי 

 בלבד. 1או  0הם  A הוכיחו כי הערכים העצמיים של . א

 .A  רשמו את כל האפשרויות עבור הפולינום המינימלי של .ב

 לינאריים.מתפרק לגורמים  A הוכיחו כי הפולינום האופייני של . ג

 ניתנת ללכסון. Aי  הוכיחו כ .ד

)הוכיחו כי   .ה ) ( )tr rankA A=  .)סעיף זה דורש ידע בדימיון מטריצות( 
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 הוכיחו או הפריכו: .5מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (38

קיים תת מרחב   . א |W u Au u = dim-כך ש ,5Rשל  = 1W . 

אם  .ב
1 2,u u ו"ע של  A ,וקטור ואז גם ה

1 2u u+  ו"ע שלA. 

 אז לשתי המטריצות , Aשקולת שורות למטריצה  B אם המטריצה . ג
 אותם ערכים עצמיים. 

 אז כל הערכים העצמיים שלה שונים זה מזה. , R לכסינה מעל A אם .ד

 A שונים זה מזה, אז המטריצה A אם כל הערכים העצמיים של .ה
 .R לכסינה מעל 

 

 שכל הערכים העצמיים שלה ממשיים.  ,4מטריצה ממשית מסדר  A תהי (39
 ,2ידוע שהערך העצמי הקטן ביותר של המטריצה הוא 

 .4והערך העצמי הגדול ביותר של המטריצה הוא 
 מכאן נובע ש:

) . א )rank 4A = 

 לכסינה.  A .ב

)  . ג )tr 10A  

127A .ד  

2-כך ש ,A של v ים וקטור עצמייק .ה 2A v v=. 

 

 מספר טבעי.  n מטריצה ריבועית ויהי A תהי (40
 הוכיחו או הפריכו:

 .nA וקטור עצמי גם של v אז, A  וקטור עצמי של v אם . א

 .A לוקטור עצמי גם ש v אז, nAוקטור עצמי של   v אם .ב

 לכסינה. nAאז  ,לכסינה  A אם . ג

 לכסינה. A אז ,לכסינה  nAאם  .ד

 

)2שהפולינום המינימלי שלה הוא , A נתונה מטריצה (41 ) ( 1)m x x= −. 

2הוכיחו כי המטריצה   4 3A A I+  הפיכה. +

 

שהערכים העצמיים של מטריצה סימטרית ממשית הם בהכרח   וחיהוכ (42
 . ממשיים

 

 .Aנתונה מטריצה סימטרית ממשית   (43
המתאימים לערכים עצמיים שונים הם  A וקטורים עצמיים שלוש וחיהוכ

 אורתוגונליים.
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 .n מטריצה ממשית מסדר A תהי (44

kA- טבעי כך ש k( קיים 2) ניתנת ללכסון. A (1)  נתון: I= . 

2Aצריך להוכיח:  I=. 
 

 הסעיפים הבאים:ענו על  (45

nמטריצה מסדר  Aתהי  . א n 1, לכסינה ובעלת דרגה. 
 .0- הוכיחו שהעקבה שלה שונה מ

 .nמסדר נילפוטנטית  מטריצה ריבועית  Aתהי  .ב
 , ושהוא הע"ע היחיד שלה.Aע"ע של  0-הוכיחו ש

 

נתונה המטריצה  (46

5 6 6

1 4 2

3 6 4

A

− − 
 

= −
 
 − − 

. 

 לכסינה. A-הוכיחו ש . א

1114האם המטריצה  .ב 10 20B A A I= −  הפיכה? +

 

nתהי  (47 nA 
2מטריצה ריבועית ממשית שמקיימת   0A I+ =. 

 :ד'-את הטענות בסעיפים א' הוכיחו

 הפיכה. A . א

 לא ניתנת לליכסון.  A .ב

 לא סימטרית. A . ג

 זוגי. n .ד

 מרוכבת?  A' נשארת נכונה גם אם המטריצה דהאם הטענה בסעיף  .ה
 

 קבוע. cויהי  nמטריצה מסדר  Aתהי  (48
 .vעם וקטור עצמי   Aע"ע של המטריצה  -ידוע ש

cכי   הוכיחו . א Aהוא ערך עצמי של המטריצה   + cI+  עם וקטור עצמיv. 

שווה לריבוי   Aשל המטריצה  שהריבוי האלגברי של הע"ע  הוכיחו .ב
cהאלגברי של הע"ע   Aשל המטריצה   + cI+. 

שווה לריבוי   Aשל המטריצה  שהריבוי הגיאומטרי של הע"ע  הוכיחו . ג
cהגיאומטרי של הע"ע   Aשל המטריצה  + cI+. 
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על ידי  Aנתונה מטריצה  (49
ij

b i j
a

a i j

=
= 


1כאשר    ,i j n . 

 .Aקטורים העצמיים של המטריצה והערכים העצמיים ואת הואת חשבו 
 אותה.  נוהאם המטריצה ניתנת ללכסון, אם כן, לכסקבעו 

|גם את חשבו בעזרת התוצאות שקיבלת  |A. 
 הערה: ניתן לפתור ללא חישוב של הפולינום האופייני.

 

 .nמסדר מטריצה ממשית  Aתהי  (50
 :הוכיחו

 זוגי אז למטריצה לפחות ע"ע ממשי אחד.-אי nאם  . א

 . Aהוא ע"ע של  אז גם הצמוד המרוכב שלו   Aע"ע של  אם  .ב
 

 .nמטריצה מסדר  Aתהי  (51

 :הוכיחו

2Aאז  -1או  1ניתנת ללכסון ואם הערכים העצמיים שלה הם  Aאם  . א I=. 

|אז   1-ממשיים וקטנים מ A ערכים העצמיים שלאם כל ה .ב | 0I A− . 
 

 סימטרית ממשית. - מטריצה אנטי Aתהי  (52
 הוא מספר מדומה. Aשכל ערך עצמי של  הוכיחו

 ממשי. bכאשר    biתזכורת: מספר מדומה הוא מספר מהצורה 
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (53

הגדר את המושגים מטריצה צמודה, מטריצה נורמלית ומטריצה  . א
 אוניטרית. 

 צטט משפט מפורסם הנוגע ללכסינות מטריצות נורמליות. 
 סימטרית ממשית. - מטריצה אנטי Aתהי 

 נורמלית.  Aשהמטריצה  הוכיחו .ב

 היא זוגית.  Aשהדרגה של  הוכיחו . ג
 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שלמד מספרים מרוכבים.

 

)סדרה  (54 )na :1 מוגדרת רקורסיבית על ידי 2 0 15 6 1n n na a a a a− −= − = =. 

 )כלומר, נוסחה לא רקורסיבית(.  naביטוי סגור עבור מצאו 

 

)סדרה  (55 )na :1מוגדרת רקורסיבית על ידי 2 3 0 1 22 2 2, 4n n n na a a a a a a− − −= + − = = =. 

 )כלומר, נוסחה לא רקורסיבית(.  naביטוי סגור עבור מצאו 
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 תשובות סופיות 

 .הוכחההשאלות בנושא זה הן שאלות 

 . GooL.co.ilכנסו לאתר ילפתרונות מלאים ה

 .הוכחהשאלת  (1

 .260א. הערך העצמי הוא  (2

4A.  2א. (3 = 

 .הוכחהשאלת  (4

 .הוכחהשאלת  (5

6) (0,0, )D diag k= 

 .הוכחהשאלת  (7

)2א.  (8 ) ( 10) ( 4)p   = − − 

 . 2עם ריבוי אלגברי וגיאומטרי  10. ע"ע 1אלגברי וגיאומטרי עם ריבוי  4ב. ע"ע 
D(10,10,4)ג.  diag=  .ה. לא.  ד. כן 

9) ( )diag 1, 1, 2, 2,3− − 

)-ו 0 (10 )tr A. 

 .הוכחהשאלת  (11

12) ( ) ( ) ( )2, 5, 5 , 5,2, 5 , 5, 5,2diag diag diag− − − − − − 

13) ( ) 0, ( ) 1, ( ) 2rank A rank B rank C= = = 

14) 0,1, 1− 

 .הוכחהשאלת  (15

ב.   (16
2 / 3 1/ 3

1/ 3 2 / 3

− 
 
− 

 

 .הוכחהשאלת  (17

|א.  (18 | 2A )2ב.   = ) 25tr A )ג.   = ) 6tr A = 

א.  (19
1 3 1 3

, ,1
2 2

i i− + − −
,0ב.      1,  0a b c= = = 

2 .א (20

4 ( ) 4 16Ap x x bx c= + + 

 11ב.   19א.  (21

 .הוכחהשאלת  (22

23) ( )diag 1,1, 3 , 8 9i i− − + 

|א.  (24 5A = )- ו − ) 0tr A )ב.    = )tr 2 3A I− = − 

 .הוכחהשאלת  (25

)ה.  (26 1) | |n B− = 

27) | | 384A = − 

1
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28) 2( ) ( 2) ( 7)Mm x x x= − − 

)2א.  (29 ) ( 5) ( 6)( 7)Mp x x x x= − − − 

 .הוכחהשאלת  (30

4ב.   (31 k+ 

 .הוכחהשאלת  (32

 .הוכחהשאלת  (33

 .הוכחהשאלת  (34

ב.   (35
1 0 0 1 0 0

, ,
0 0 0 0 0 1

WB
      

=       
      

 

א.  (36
1

1

 
 
 

ב.    
1

2

 
 
 

  

)ב.   (37 ) , ( ) 1, ( ) ( 1)p x x p x x p x x x= = − = − 

 .הוכחהשאלת  (38

 .הוכחהשאלת  (39

 .הוכחהשאלת  (40

 .הוכחהשאלת  (41

 .הוכחהשאלת  (42

 .הוכחהשאלת  (43

 .הוכחהשאלת  (44

 .הוכחהשאלת  (45

 .הוכחהשאלת  (46

 .הוכחהשאלת  (47

 .הוכחהשאלת  (48

49)  1( ) ( 1)nA b a a n b−= − − + 

 .הוכחהשאלת  (50

 .הוכחהשאלת  (51

 .הוכחהשאלת  (52

 .הוכחהשאלת  (53

54) 12 3n n

na += − 

55) ( )11
3 ( 1) 2

3

n n

na += + − + 

1
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 מרחבים- ותת מרחבים 

 ןסימו

nR-  ם הממשיים ממימדהווקטורישל כל  הווקטוריהמרחב  n   מעל השדה הממשיR. 

 nM R -  של כל המטריצות הריבועיות מסדר  הווקטוריהמרחבn  מעל השדה הממשיR. 

 nP R-  לשל כל הפולינומים ממעלה קטנה או שווה  הווקטוריהמרחב-n   מעל השדהR . 

 F R-  של כל הפונקציות הממשיות  הווקטוריהמרחב( ):f R R→  מעל השדהR. 

 

 

 שאלות 

 : 3Rמרחב של  -תת Wהאם בדקו  1-7בשאלות 

1) {( , , ) | 0}W a b c a b c= + + = 

 

2) {( , , ) | }W a b c a c= = 

 

3) {( , , ) | 3 }W a b c a b= = 

 

4) {( , , ) | }W a b c a b c=   

 

5) 2{( , , ) | }W a b c a c= = 
 

6) {( , , ) | }W a b c c b b a= − = − 

 מהווים סדרה חשבונית.  c-ו a ,b ,כלומר
 

7) 2{( , , ) | , }W a b c b a q c a q= =  =  

 מהווים סדרה הנדסית.  c-ו a ,b ,כלומר
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מרחב של  -תת Wהאם בדקו  8-15 בשאלות nM R : 

8) W  ,מורכב מן המטריצות הסימטריות. כלומר{ | }TW A A A= =. 
 

9) W  מורכב מכל המטריצות המתחלפות בכפל עם מטריצה נתונהB. 
}כלומר,  | }W A AB BA= =. 

 
10) W  .מורכב מכל המטריצות שהדטרמיננטה שלהן אפס 

} כלומר, | | | 0}W A A= =. 
 

11) W 2 ששוות לריבוע שלהן. כלומר,  מורכב מכל המטריצות{ | }W A A A= =. 
 

12) W  .מורכב מכל המטריצות שהן משולשות עליונות 
 

13) W  מורכב מכל המטריצות שמכפלתן במטריצה נתונהB  .הוא אפס 
} כלומר, | 0}W A AB= =. 

 
14) W קבה שלהן אפס. כלומר, מורכב מכל המטריצות שהע{ | ( ) 0}W A tr A= =. 

 
15) W  .מורכב מכל המטריצות שבהן סכום כל שורה הוא אפס 

 

 

מרחב של - תתהוא  Wהאם בדקו  16-21 בשאלות nP R: 

16) W  כשורש. כלומר,  4מורכב מכל הפולינומים בעלי{ ( ) | (4) 0}W p x p= =. 
 

17) W  .מורכב מכל הפולינומים בעלי מקדמים שלמים 
 

18) W   4מורכב מכל הפולינומים בעלי מעלה. 
}כלומר,  ( ) | deg( ) 4}W p x p= . 

 
19) W   מורכב מכל הפולינומים בעלי חזקות זוגיות בלבד שלx. 

 
20) W  מורכב מכל הפולינומים ממעלהn,  4כאשר 7n . 

 

21) { ( ) | (0) 1}W p x p= = 
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מרחב של - תתהוא  Wהאם בדקו  22-30בשאלות  F R: 

22) W  .מורכב מכל הפונקציות הזוגיות 
}ממשי  xכלומר, לכל  ( ) | ( ) ( )}W f x f x f x= − = . 

 
23) W  .מורכב מכל הפונקציות החסומות 

}ממשי  xכלומר, לכל  ( ) | ( ) }W f x f x M=  . 

 
24) W  .מורכב מכל הפונקציות הרציפות 

 
25) W  .מורכב מכל הפונקציות הגזירות 

 
26) W  .מורכב מכל הפונקציות הקבועות 

 

27) 
1

0

( ) | ( ) 4W f x f x dx
  

= = 
  

 הנח ש(-f [0,1]-אינטגרבילית ב.) 

 

28)  ( ) | '( ) 0W f x f x=  (. xגזירה לכל   f-)הנח ש =

 

29)  ( ) | '( ) 1W f x f x=  (. xגזירה לכל   f-)הנח ש =

 

30)  ( ) | ( ) ( 1)W f x f x f x= = + 

 

)האם בדקו  (31 ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = =  : 3Cמרחב של  -תת הוא  +

 .  מעל השדה הממשי . א

 .  מעל שדה המרוכבים .ב
 

נתונה המטריצה  (32

0 0 0 1 1

0 0 0 1 3

0 0 0 1 1

1 1 1 1 1

1 3 1 1 1

A

 
 

− 
 = −
 

− − − 
 − 

. 

Axכך שלמערכת , b  וקטור ומצא . א b= .אין פתרון 
Axכך שלמערכת  , b קטוריםומהי קבוצת כל הו .ב b= ?אין פתרון 

 ?5Rמרחב של - האם הקבוצה מסעיף ב' מהווה תת  . ג
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 .F מעל שדה ,4-מרחב הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ל V יהי (33

 עבורו הקבוצה, k מצאו תנאי על . א | (0) (1) (2)W p V p p p k=  = = = ,

 .V  מרחב של- הינה תת
 . W שפורשים את, V- פולינומים ממצאו קבוצה סופית של  .ב

 
 .'בסיס ומימד למרחב הפתרונות של מערכת משוואות הומוגנית'קודם על הנושא  ורהערה: לפתרון סעיף זה עב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 לא  (5 לא  (4 כן (3 כן (2 כן (1

 לא  (10 כן (9 כן (8 לא  (7 כן (6

 כן (15 כן (14 כן (13 כן (12 לא  (11

 לא  (20 כן (19 כן (18 לא  (17 כן (16

 כן (25 כן (24 כן (23 כן (22 לא  (21

 כן (30 לא  (29 כן (28 לא  (27 כן (26

    ב. לא א. כן (31

u(1,0,0,0,0)א.  (32 = 
 ג. לא.  

ב.   1 2 3 4 5 1 2 3( , , , , ) | 2 0B b b b b b b b b= − + +  

0kא.  (33 ב.   = 2 3 2 42 3 ,6 7W span x x x x x x= − + − + 

 

1

פרק 5מרחבים וקטורים

77

77



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר וידאו היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני  

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 ליניאריתתלות ו  פרישה ליניארית צירופים לינאריים, 

 שאלות 

      ם הבאים:  הווקטורינתונים  7-1 בשאלות

  1 2 3 4(4,1,1,5), (0,11, 5,3), (2, 5,3,1), (1,3, 1,2)u u u u= = − = − = − 

 

 ?4uהוא צירוף לינארי של  1u. האם  א (1

}4-שייך ל 1uהאם ב.  }Sp u? 

האם הקבוצה ג.  1 4,u u  ליניאריתתלויה ? 

 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  3u. האם  א (2

. האם ב
3u שייך ל-

1 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 3, ,u u u  ליניאריתתלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכצירוף לינארי של  כל וקטור בקבוצהרשמו  ,במידה וכן    
 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  4u. האם  א (3

1-שייך ל 4u. האם ב 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 4, ,u u u ליניארית תלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכל וקטור בקבוצה כצירוף לינארי של רשמו  ,במידה וכן    
 

,4,12)נתון  (4 , 2 )v k k= −. 

 vקטור ועל מנת שהו ,kמה צריך להיות ערכו של א. 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של  

 v שהווקטורעל מנת  ,kמה צריך להיות ערכו של ב. 

1-ל יהיה שייך   2{ , }Sp u u? 

על מנת שהקבוצה  ,kמה צריך להיות ערכו של ג.  1 2, ,u u v 

 ?ליניארית תהיה תלויה  

 

)נתון  (5 , , , )v a b c d=. 

,מה התנאים על  א.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת v 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של  

,מה התנאים על ב.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת v 1-יהיה שייך ל 2{ , }Sp u u? 

,מה התנאים על ג.  , ,a b c d,  על מנת שהקבוצה 1 2, ,u u v 

 ?ליניארית  תלויה תהיה 
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) הווקטוראת  ועיהב (6 )10,8,0,14v כצירוף לינארי של  =
1u, 

2u 3-וu. 

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

) הווקטוראת  ועיהב (7 )7,10, 2,11v =  . 4u-ו 1u, 2u,  3uכצירוף לינארי של  −

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת
 

 נתונות המטריצות הבאות:  (8

    
4 1 0 11 2 5 1 3

, , ,
1 5 5 3 3 1 1 2

A B C D
−       

= = = =       
− −       

 

מעל   ליניארית האם המטריצות תלויות  וקבד . א
2[ ]M R. 

כל אחת מהמטריצות כצירוף לינארי  רשמו  ,במידה והמטריצות תלויות .ב
 של יתר המטריצות. 

- שייכת ל Aהאם המטריצה  . ג ,Sp B C? 

 

נתונים הפולינומים הבאים:  (9
2 3 2 3

1 2

2 3 2 3

3 4

( ) 4 5 , ( ) 11 5 3 ,

( ) 2 5 3 , ( ) 1 3 2

p x x x x p x x x x

p x x x x P x x x x

= + + + = − +

= − + + = + − +
. 

]3מעל   ליניארית האם הפולינומים תלויים  וקבד . א ]P R. 

כל פולינום כצירוף לינארי רשמו  ליניארית,במידה והפולינומים תלויים  .ב
 שאר הפולינומים.  של

- שייך ל 2pהאם הפולינום  . ג 1 4,Sp p p? 

 

,איזה ערכים של   בורע (10 ,a b c, ליניארית:ם הבאים תלויים הווקטורי 

       ( ,2,4),(2.4, ,2),( , ,6),( ,2, )c a c b b a 

 

ם הווקטורינתון כי קבוצת  11-13בשאלות  , ,u v w  ב ליניארית  תלויהבלתי-[ ]V F. 

 , ליניאריתהאם הקבוצות הבאות תלויות  וקבד
 ם האחרים:הווקטורישל   כל וקטור כצירוףרשמו כן  ובמידה ו

11)  , , 2u v u w u v w− − + − 

 

12)  2 3 , 4 5 6 ,7 8 9u v w u v w u v w+ + + + + + 

 

13)  , ,u v v w w+ + 
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ם  הווקטוריהאם  וקבד 14-15בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − −, 

 : 3C-ב ליניארית תלויים 

 .  מעל (14

 

 .  מעל (15

 

V-נתבונן ב (16 R= כמרחב וקטורי מעל השדה Q. 

הוכיחו כי הקבוצה  1, 2,  .Q כשהוא מרחב וקטורי מעל, R-היא בת"ל ב 3

 

mתהי  (17 nA  1שעמודותיה  ,מטריצה 2, ,... nA A A. 

 הוכיחו את הטענה הבאה:

Axלמערכת   b= יש פתרון אם ורק אם  1 2, ,..., nb span A A A. 

 

 :4Rקבוצות של  - תת  3 להלן (18

      

 

 

 

(1, 2, 2,1), (1,1, 1, 1), (0,0,1,1)

(1,1,0,0), (1, 2,1,0), (1,3,3,1)

(2,3,1,0), (1, 2,1,0), (1, 4,3,1)

U span

W span

V span

= − −

=

=

  

Uהאם  . א W=? 

Uהאם   .ב V=? 
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 תשובות סופיות 

 ג. לא.   ב. לא.  א. לא.  (1

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (2 3 2 2 1 32 , 2u u u u u u= + = −. 

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (3 4 2 2 4 14 , 4u u u u u u= − = −. 

4kא+ב+ג.   (4 = − 

5) 5 3 , 4 13 , 7 , 7a t s b t s c s d t= + = − = = 

6) 1 2 32v u u u= +  .אינסוף,  +

7) 1 2

7 3

4 4
v u u=  . אינסוף, +

2Aכן. ג.   המטריצות תלויות. א.  (8 B C= + 
2ב.   , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25A B C B A C C A B D A B= + = − = − = + 

2ג.   א. הפולינומים תלויים.  (9 4 14p p p= − 

1ב.   2 3 2 1 3 3 1 2 4 1 22 , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25p p p p p p p p p p p p= + = − = − = + 

,לכל ערך של  (10 ,a b c. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (11 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (12 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

 בלתי תלויים ליניארית.  (13
 תלויים.  (14
 בלתי תלויים ליניארית.  (15
 הוכחה.שאלת  (16
 הוכחה.שאלת  (17
 לא.ב.   כן.א.  (18
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 , דרגה של מטריצהבסיס ומימד

 שאלות 

 :3R- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (1

,(1,0,1)} . א (0,0,1)} 

,(1,1,2)} .ב (1,2,3), (3,3,4), (2,2,1)} 

,(1,2,3)} . ג (4,5,6), (7,8,9)} 

 

2- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (2 2[ ]xM R: 

 . א
1 2 5 6 9 1

, ,
3 4 7 8 2 3

      
      
      

 

 .ב
1 2 5 6 9 1 5 6 5 16

, , , ,
3 4 7 8 2 3 7 2 7 8

          
          
          

 

 . ג
1 1 0 1 0 0 0 0

, , ,
1 1 1 1 1 1 0 1

        
        
        

 

 

2- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (3 ( )P R: 

1}2 . א , 2 3}x x x+ + + 

2 .ב 2 2{1 , 2 3,2 4 , }x x x x x x x+ + + + − 

2 . ג 2 2{1 2 3 , 4 5 6 ,7 8 10 }x x x x x x+ + + + + + 

 

3R :-נתונה קבוצת וקטורים ב (4 (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9),(2,3,4)T =. 

 ?3R- לבסיס  Tהאם  . א

 ,שהיא קבוצה מקסימלית של וקטורים ,T'קבוצה מצאו   .ב
 . T-ליניארית בבלתי תלויה 

 .3R לבסיס של T'את  ימוהשל . ג
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 מציאת בסיס וממד למרחב פתרונות של מערכת משוואות הומוגנית 

 הומוגניות: מערכות של משוואות  3להלן  (5

1 .

2 0

3 7 4 0

5 3 15 6 0

x y z w

x y z w

x y z w

+ − + =


− + + =
− + − − =

  2  .

0

2 0

3 3 0

x y z w

x z w

x y z w

− + + =


+ − =
 + + − =

 3 .
0

2 2 2 2 0

x y z w

x y z w

− + + =


− + + =
 

 . 1את המרחב הנפרש ע"י מערכת המשוואות  W- בנסמן 
 . 2י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע U- בנסמן 

 . 3י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע V- בנסמן 
 .V-ו W ,U- לבסיס וממד מצאו 

 

נתון  (6 4( , , , ) | ,U a b c d R a c b d=  = =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (7 4( , , , ) | ,U a b c d R c a b d b c=  = + = +. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (8 4 | (1, 1,1, 1) 0U v R v=   − − =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (9 2 2[ ] | T

xU A M R A A=  =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

2 נתון (10 2

1 1 0 0
[ ]

1 1 0 0
xU A M R A

 −    
=   =    

     

. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

 נתון (11 3( ) [ ] (1) 0|U p x P R p=  =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
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 מרחב -תתמציאת בסיס וממד ל

     :4R שני תתי מרחבים של המרחבלהלן  (12

    
 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U span

V span

= − − − − −

= − − −
 

   .U- ל ממד ומשוואות  , בסיסמצאו  . א

   .V- ל ממד ומשוואות  , בסיסמצאו  .ב

 

2  מרחב של המרחב- תת להלן  (13 2[ ]xM R: 

      
1 1 4 1 2 1

, ,
1 2 1 1 1 3

U span
 −      

=       
− − −      

 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

]3  מרחב של המרחב- תת להלן  (14 ]P R: 

    2 3 2 3 2 31 2 ,4 ,2 3U span x x x x x x x x x= + − + + − + − + − 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

 מטריצה מציאת בסיס וממד למרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה, דרגת 

 של המטריצה,  בסיס וממד למרחב השורה ומרחב העמודהמצאו  16-15בשאלות 
 : (rank) את דרגת המטריצה נווציי

15) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

 

16) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 
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 תשובות סופיות 

 לא. ג.   לא.ב.   לא. א.  (1
 ג. כן.  ב. לא.  א. לא.  (2
 ג. כן.  ב. לא.  א. לא.  (3

)ב.    א. לא.  (4 ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6T )ג.   = ) ( ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6 , 0,0,1T = 

)בסיס:   - Wא.  (5 ) ( ) 1.5,2.5,1,0 , 1.5, 0.5,0,1− −  . 2, ממד: −

       U -  :בסיס( ) ( ) 2, 1,1,0 , 1,2,0,1−  . 2, ממד: −

      V -  :בסיס( ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 , 1,1,0,0−  . 3, ממד: −

)בסיס:   (6 ) ( ) 0,1,0,1 ,  .2, ממד: 1,0,1,0

)בסיס:   (7 ) ( ) 1,1,0,1 , 2, 1,1,0−  .2, ממד: −

)בסיס:   (8 ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 ,  .3, ממד: −1,1,0,0

בסיס:   (9
0 0 0 1 1 0

, ,
0 1 1 0 0 0

      
      
      

 .3, ממד: 

בסיס:   (10
0 0

0 0

  
  
  

 .0, ממד: 

)בסיס:   (11 ) ( ) ( )( ) 3 2

1 2 31 , 1 , 1p x x p x x p x x= − + = − + = −  .3, ממד: +

)א. בסיס:   (12 ) ( ) 1,1, 1,2 , 0, 4,10, 2− −  . 2, ממד: −

)ב. בסיס:  ) ( ) ( ) 1, 1,1,1 , 0, 1,1, 2 , 0,0, 2,5− − −  . 3, ממד: −

בסיס:   (13
1 1 0 3

,
1 2 3 7

 −   
    
− −    

 .2, ממד: 

בסיס:   (14 2 3 2 31 2 , 3 3 7x x x x x x+ − + − +  .2, ממד: −

)מרחב שורה: בסיס:   (15 ) ( ) 4,1,1,5 , 0,11,  . 2, ממד: −5,3

מרחב עמודה: בסיס:  

4 0

0 4
,

2 2

1 1

    
    
     
   − 
        

 . 2, דרגה: 2, ממד: 

)מרחב שורה: בסיס:   (16 ) ( ) ( ) 1,2,1,3,5 , 0,11, 5, 4 , 0,0,0,1,1−  . 3 , ממד:−

מרחב עמודה: בסיס:  

1 0 0

2 1 0
, ,

1 3 16

2 7 37

      
      
       
     − − 
      −      

 . 3, דרגה: 3, ממד: 
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 מחבים-חיתוך, סכום וסכום ישר של תת 

 שאלות 

מערכות של משוואות לינאריות הומוגניות:  3 להלן (1

2 0 0
0

1) 3 7 4 0 2) 2 0 3)
2 2 2 2 0

5 3 15 6 0 3 3 0

x y z w x y z w
x y z w

x y z w x z w
x y z w

x y z w x y z w

+ − + = − + + = 
− + + = 

− + + = + − =  
− + + = − + − − = + + − = 

 

,- נסמן ב ,V U W  בהתאמה.  3-ו 2,1את המרחבים הנפרשים ע"י פתרון המערכות 

 .V-ו U ,W- בסיס וממד למצאו  . א
U- בסיס וממד למצאו  .ב V+. 
U- בסיס וממד למצאו  . ג V. 

 

:4Rשל המרחב  מרחבים- תתשני להלן  (2

 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U sp

V sp

= − − − − −

= − − −
 

 .U- בסיס, ממד ומשוואות ל מצאו  . א
 .V- בסיס, ממד ומשוואות ל מצאו  .ב
U- בסיס וממד למצאו  . ג V+ . 
U- בסיס וממד למצאו  .ד V ( פתרו)בשתי דרכים שונות. 

4Uהאם  .ה V R+ =? 

4Uהאם  .ו V R =? 
 

]3מרחבים של המרחב - תתשני להלן  (3 ]P R: 

 

 

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3

1 2 ,3 7 4 , 5 3 15 6

1 ,1 2 ,1 3 3 ,5 5 8

U sp x x x x x x x x x

V sp x x x x x x x x x x x

= + − + − + + − + − −

= − + + + − + + − + + +
 

U- בסיס וממד למצאו  . א V+. 
U- בסיס וממד למצאו  .ב V. 

 

]3מרחבים של המרחב - תתשני להלן  (4 ]P R:

 

 

3 2 3 2 3

3

1 ,1 2 2 , 1 2 3 2

( ) [ ] (1) ( 1) 0

U sp x x x x x x x x

V p x P R p p

= + + + + + − + + +

=  = − =
 

U- בסיס וממד למצאו  . א V+. 
U- בסיס וממד למצאו  .ב V. 
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]3מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (5 ]P R :
 

 

2 3

3

1 , ,1

( ) [ ] '(0) 0

U sp x x x x

V p x P R p

= + + +

=  =
 

U- בסיס וממד למצאו  V. 
 

]2מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (6 ]M R

3 5 3
, ,

7 15 2 4 6

1 1 1 0 1 1 5 1
, , ,

1 1 2 1 3 3 5 8

x y z x y z
U x y z R

x y z x y z

W sp

 + − − + 
=   − + − + −  

 −       
=         − −        

 

 .W- ול U- בסיס וממד למצאו  . א

U- בסיס וממד למצאו  .ב W+. 

U- בסיס וממד למצאו  . ג W. 
 את משפט הממד עבור תרגיל זה. ואשר .ד

 

]2מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (7 ]V M R=:

  1 1
| , | 0

1 1
TU A V A A W A V A

  
=  = − =  =  − −  

 

 .W- ול U- בסיס וממד למצאו  . א

U- בסיס וממד למצאו  .ב W+. 

U- בסיס וממד למצאו  . ג W. 

Uהאם  .ד W V+ =? 
Uהאם  .ה W V =? 

 

]3מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (8 ]V M R=: 

{A  משולשית עליונה | , { |TU A V A A W A V=  = =  

 .U- בסיס וממד למצאו  . א

 .W- בסיס וממד למצאו  .ב

U- בסיס וממד למצאו  . ג W+. 

U- בסיס וממד למצאו  .ד W. 

U .ה W V = 
 

 .3Rשל   2מרחבים מממד -שני תת  W-ו U יהיו (9
)dimכי   וחיהוכ ) 0U W . 
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 . 10מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (10
 . 9ממימד  V מרחבים שונים של-שני תת  W-ו U יהיו

U   כי וחיהוכ . א W V+ =. 

)  וחשב .ב )dim U W . 

 
 . 10מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (11

 . 7ממימד  Vמרחבים שונים של -שני תת  W-ו U יהיו
Uאת המימדים האפשריים של מצאו   W ו-U W+. 

 
 .7מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (12

)-כך ש ,Vמרחבים של -שני תת  W-ו U יהיו ) dim 4, dim 5U W U W = = . 

Uהאפשריים של  את המימדיםמצאו   W ו-U W+. 

 

F  .,Aמרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי  (13 B V  . 

 :נגדיר | ,A B a b a A b B+ = +  . 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

) . א ) ( ) ( )sp A B sp A sp B+ =  

) .ב ) ( ) ( )sp A B sp A sp B =  

) . ג ) ( ) ( )sp A B sp A sp B = + 

) .ד ) ( ) ( )sp A B sp A sp B+ = + 

) .ה ) ( ) ( )sp A B sp A sp B =  
 

המוגדרים על ידי:, 3Rמרחבים של - תת W-ו U יהיו (14

   ( , , ) | , (0, , )U a b c a b c W b c= = = =. 

3Uכי   וחיהוכ W R =. 
 

]יהי  (15 ]nV M R=. 

 המכיל את כל המטריצות הסימטריות.  Vשל   מרחב-תת Uיהי  . א
 סימטריות.-צות האנטי המכיל את כל המטרי Vשל   מרחב-תת Wיהי 
Uכי   וחיהוכ W V =. 

 המשולשות העליונות.  המכיל את כל המטריצות Vשל   מרחב-תת Uיהי  .ב
 התחתונות.  המכיל את כל המטריצות המשולשות Vשל   מרחב-תת Wיהי 
Uכי   וחיהוכ W V . 
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 תשובות סופיות 

 א. (1 ( 1.5, 2.5,1,0), ( 1.5, 0.5,0,1) , dim 2WB W= − − − =

 ( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U UB = − − =

 ( 1,0,0,1), ( 1,0,1,0), (1,1,0,0) , dim 3VB V= − − = 

ב.   (0,0, 1,1), (0,1,1,0), (1,1,0,0) dim( ) 3U VB U V+ = − + = 

ג.   ( )( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U VB U V = − −  = 

א.  (2 (1,1, 1, 2), (0, 2, 5,1) , dim 2UB U= − − = ,
3 5 2 0

3 2 0

x y z

x y t

− + + =

− − + =

  

ב. (1, 1,1,1), (0,1,1, 2), (0,0, 2, 5) , dim 3VB V= − − − = ,8 5 2 0x y z t− − + + =   

 ג. (1,1, 1, 2), (0, 4,10, 2), (0,0,1,0), (0,0,0,1) , dim( ) 4U VB U V+ = − − − + = 

  ד. (5,1,5,8) , dim( ) 1U VB U V =   . ו. לא  ה.  כן.   =

 א. (3  ( )2 3 2 3 2 31 2 ,2 5 , , , dim 4U V sp x x x x x x x x U V+ = + − + − + + = 

ב.   2 35 5 8 , dim( ) 1U VB x x x U V = + + +  = 

א.  (4 3 2 3 2 31 , , 2 , dim( ) 3U VB x x x x x x x U V+ = + + + + + + = 

ב. 21 , dim( ) 1U VB x U V = − +  = 

5)  2 31 ,1 , dim( ) 2U VB x x U V = − + +  = 

 א. (6
1 1 0 4

, , dim( ) 2
1 2 10 2UB U

 −   
= =    − −    

 

1 1 0 1 0 0
, , , dim( ) 3

1 1 1 2 6 15WB W
 −     

= =      − −      
 

  ב.
1 1 0 2 0 0 0 0

, , , , dim( ) 4
1 2 5 1 1 0 0 1U WB U W+

        
= + =        − −        

 

 ג.
5 1

, dim( ) 1
5 8U WB U W

  
=  =  

  
 

 . סרטוןד. ראו ב
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א.  (7
0 1 0 0 1 1

, dim 1, , , dim 2
1 0 1 1 0 0U WB U B W

   −     
= = = =        

        
  

)ב.   )
0 1 0 0 1 1

, , , dim 3
1 0 1 1 0 0U WB U W+

 −     
= + =      

      
  

ג. 
0 0

, dim( ) 0
0 0U WB U W

  
=  =  

  
 

 ה. לא.   ד. לא.

א.  (8

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

dim 6

UB

U

            
            =  
                        

=

 

ב.  

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

dim 6

WB

W

            
            =  
                        

=

 

ג. 

( )

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

dim 9

U WB

U W

+

            
            
            
           

=  
      
      
            

+ =

 

)ד.   )
1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , dim 3

0 0 0 0 0 0 0 0 1
U WB U W

      
      =  = 
            

 

 ה. לא. 
 הוכחה.שאלת  (9

 8ב.  הוכחה.שאלת א.  (10

11) ( )dim 4,5,6 7U W or = ,( )dim 8, 9 10U W or+ =   

12) ( )dim 6 7U W or+ = ,( )dim 2,3 4U W or = 

 הוכחה.שאלת  (13

 הוכחה.שאלת  (14

 הוכחה.שאלת  (15
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 ומטריצת מעבר מבסיס לבסיס  וקטור קואורדינטות 

       : 3Rנתונים שני בסיסים של   (1

   
1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג
1B   2לבסיסB. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   .ד
2B   לבסיס

1B. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

 את הטענות הבאות:  ואשר .ה

1. 1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

2. 2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

3. ( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 

 

]2נתונים שני בסיסים של   (2 ]P R: 
2 2 2 2

1 2{1 , , } , { 1 , , }B x x x x B x x x x= + + = + +. 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג
1B   2לבסיסB. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 
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נתונים שני בסיסים של   (3
2[ ]M R: 

1 1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1

B

E

        
=         

        

        
=         

        

 

 .Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
B

v . 

 .Eאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
E

v . 

 .Eלבסיס   Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג

-מטריצה זו בסמנו 
E

B
M  . 

 

 . V בסיס של B מרחב וקטורי ויהי V יהי (4

 קטוריםוכי הו וחיהוכ 1 2, ,..., mu u u  ,בת"ל 

 ,הקואורדינטות שלהםוקטורי  אם ורק אם  

B,   לפי הבסיס 1 2[ ],[ ],...,[ ]mu u u, .הם בת"ל 

 כיצד השתמשנו בטענה זו רבות במהלך הקורס.  וריהסב
 

 

 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ), ,x y x z z− )ב.    − ), ,x y z x y− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

1ד.  

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
 

  =   
 − − 

 ה. הוכחה.  

)א.  (2 ), ,a b a c c− )ב.   − ), ,a b c a b− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

)א.  (3 ), , ,x y x z y x t z y x− − + − + )ב.   − ), , ,x y z t  .ג

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1

 
 
−
 
 −
 
− − 

 

 שאלת הוכחה. (4
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 תרגילי תיאוריה מתקדמים 

 שאלות הוכחה 

תהי  מרחב, ו  Vיהי   (1 1 2, , kA v v v=  ;קבוצהb V. 

)הוכיחו כי:   )  ( ) ( )b sp A sp A b sp A   =. 

 

,יהיו   (2 ,u v w וקטורים, כך ש - ,u v תלויה ליניארית ו-בלתי - ( ),u sp v w. 

- הוכיחו ש .א ( ),w sp u v. 

, הקבוצה  zנתון גם כי עבור וקטור נוסף   .ב , ,u w z  תלויה ליניארית. -בלתי 

הוכיחו שגם הקבוצה   , ,u v z תלויה ליניארית. - בלתי 

 

מרחב, תהי   Uיהי   (3 1 2, , nA u u u U=    ויהיu U  .וקטור כלשהו 

)כי אם  הוכיחו  )u sp A  וכן , ( )nu sp A u ), אז  − )1 2 1, , , ,n nu sp u u u u−. 

 

bמרחב,   Vיהי   (4 V ו - 1 2, , kA v v v V=   תלויה ליניארית. -בלתי 

הוכיחו כי     1 2, , ,kA b v v v b )בת"ל    = )b sp A . 

 

מימדי, תהי   nמרחב   Vיהי   (5 1 2, , kA v v v V=    ויהי( )b sp A. 

1למשוואה   1 2 2 k kx v x v x v b+ +  פתרון יחיד. אין =

 הפריכו: או הוכיחו 

k .א n 

 .Vפורשת את   A .ב

 בהכרח תלויה ליניארית. A .ג

 

bמרחב,   Vיהי   (6 V ו - 1 2, , kA v v v V=   תלויה ליניארית. -בלתי 

 הפריכו: או הוכיחו 

)אם  .א )b sp A  אז הקבוצה , 1 2, , nB v b v b v b= + +  היא בת"ל.  +

)אם  .ב )b sp A  אז הקבוצה , 1 2, , nB v b v b v b= + +  היא בת"ל. +

)אם  .ג )b sp A  אז הקבוצה , 1 2, , nB v b v b v b= + +  היא ת"ל.  +
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  , ויהיומרחב וקטורי מעל   Vיהי   (7
1 2 3, ,v v v V. 

נסמן:     1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , ,S v v v T av v v v av v v v av= = + + + + +. 

 הפריכו: או הוכיחו 

spS .א spT 

2,1aתלויה ליניארית ואם  בלתי  Sאם  .ב  ), אז בהכרח  − ) ( )sp T sp S=. 

) .ג )dim 2spT  

) .ד )( ) ( )( )dim dimsp T sp S= 

 

מרחב ותהיינה   Vיהי   (8   1 2 1 2, , , , , , ,k mA v v v B w w w=  .V- קבוצות וקטורים ב =

 הפריכו: או הוכיחו 

) .א ) ( ) ( )sp A B sp A sp B = + 

Aאם  .ב B   בת"ל, אז,A B  .שתיהן בת"ל 

dimVאם  .ג m k= A,וגם   + B  שתיהן בת"ל, אזA B  .בת"ל 

Aאם  .ד B   בת"ל, אז( ) ( )  0sp A sp B =. 

 

U,מרחב ויהיו   Vיהי   (9 W V .תמר"ים 

תהיינה     1 2 1 2, , , , , , ,m mA a a a U B b b b=   שתי קבוצות בת"ל.  =

כי אם  הוכיחו  0U W A, אז = B .בת"ל 

 

U,מרחב ויהיו   Vיהי   (10 W  .תמר"ים שלו 

Uכי  הוכיחו  W   מרחבW U    אוU W. 

 

 

 www.GooL.co.il -לפתרונות המלאים בסרטוני וידאו היכנסו ל
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 שאלות אמריקאיות 

A,תהיינה   (11 B   2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 בהכרח מתקיים: זא

 .Aמוכל במרחב השורות של  2Aמרחב השורות של   .א

 משולשית עליונה  Aמשולשית עליונה, אז בהכרח   ABאם  .ב
 משולשית עליונה. Bאו  

0ABאם  .ג 0B, אז בהכרח  =  . =0Aאו   =
 . אף תשובה אינה נכונה .ד

 

נסמן   (12
1 1 1

2 2 2

3 3 3

, ,

a b c

U Sp a b c

a b c

      
      

=       
      
      

, 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

, ,

a a a

W Sp b b b

c c c

      
      

=       
      
      

 

 .3מרחבים של  -תתשני 
 אזי בהכרח מתקיים: 

U .א W= 

dim .ב dimU W= 

U .ג W 

3Uאם  .ד W+ אז   ,= 0U W =. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

פולינומים במרחב   6קבוצה בת   Aתהי   (13 5 x   מרחב הפולינומים   מעל(

- (, ונניח בנוסף ש 5ממעלה עד וכולל    ( )5 x Sp A= . 

 אזי בהכרח מתקיים: 

 . 4פולינומים ממעלה   4מכילה בדיוק  A- ייתכן ש .א

 . 3פולינומים ממעלה   5מכילה בדיוק  A- ייתכן ש .ב

מרחבים של  -תתשני  .ג 5 x .מאותו מימד בהכרח שווים 

 תלויה ליניארית.  A .ד
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה
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 ,מעל שדה   2במרחב וקטורי   (14

תהי  
1 1

,
3 1

A
 −    

=     
    

 .2- וקטורים מ 2קבוצה סדורה של 

המקיימת   Pאז מטריצה   
A

v Pv=   2לכלv,  :שווה ל 

 .א
1 1

3 1
P

− 
=  
 

 

 .ב
1 3

1 1
P

 
=  

− 
 

 .ג
1 31

1 14
P

− 
=  

 
 

 .ד
1 11

3 14
P

 
=  

− 
 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

A,ותהיינה   ,F  מרחב וקטורי מעל שדה V  יהי  (15 B   קבוצות שונות לא ריקות

 . אז בהכרח מתקיים:V- של וקטורים מ  וזרות 

Aאם  .א B אז בהכרח   ,בלתי תלויה ליניארית( ) ( )  0sp A sp B =. 

Aאם  .ב B תלויה לינארית , 
 תלויה לינארית.  Bתלויה לינארית או   Aאז בהכרח  

A,אם  .ג B אז בהכרח   ,בלתי תלויות לינאריתA B   .בלתי תלויה לינארית 

)אם  .ד ) ( ) ( )sp A sp B sp A B = ,   אז בהכרחA B  .תלויה לינארית 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

 , אז: Vתת מרחב של מרחב וקטורי   Wאם  (16

מוכל בבסיס   Wוכל בסיס של   ,Wמכיל בסיס כלשהו של   Vכל בסיס של   .א
 .Vכלשהו של  

מוכל   Wאבל לא כל בסיס של   ,Wמכיל בסיס כלשהו של   Vכל בסיס של   .ב
 . Vבהכרח בבסיס כלשהו של  

אבל כל בסיס של  , Wמכיל בהכרח בסיס כלשהו של   Vלא כל בסיס של   .ג
W   מוכל בבסיס כלשהו שלV. 

 נה. אף תשובה אינה נכו  .ד
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U,יהיו   (17 W  מרחבים של מרחב  -שני תתיV, 

dim- כך ש , dim dim 1V n U W n= = = −. 
 אז:

) .א )2 dimn U W−   

Uאם  .ב W,  ש ייתכן -U W. 

vקיים   .ג V, כך ש - V U sp v= - ו +   0U sp v =. 

אם  .ד U sp v V+ - ו =   0U sp v vאז  , = W. 

 

נניח כי   (18
1 2 3 4, , ,v v v v   הם וקטורים במרחב ליניאריV. 

 הוכיחו כל אחת מהטענות הבאות: 

אם  .א   1 2 3 4, ,Span v v Span v v והווקטורים  
1 2 3 4, , ,v v v v שונים זה מזה,  

קטורים  ואז הו 
1 2v v− ו -

3 4v v−  .הם בת"ל 

1אם  .ב 2,v v   3בת"ל וגם 4,v v   בת"ל, וכן     1 2 3 4, , 0Span v v Span v v =, 

אז 
1 2 3 4, , ,v v v v  .הם בת"ל 

 

V,אם  (19 W   תת מרחבים של מרחב וקטוריU ,  :ומתקיים

dim 6,dim 5,dim 3U V W= = =, 

)אז  )dim V W  :יכול להיות 

 0 .א
 1 .ב
 2 .ג
 3 .ד
 4 .ה
 5 .ו

 

20) ,V W 7של   3מרחבים ממימד -תתI  , 1 2 3, ,w w w   בסיס שלW ו- 1 2 3, ,v v v  

 , אז:Vבסיס של  

 .א 1 1 2 2 3 3, , , , ,v w v w v w  .בלתי תלויה לינארית 

 .ב 1 1 2 2 3 3, , , , ,v w v w v w   פורשת אתV W+. 

 .ג 1 1 2 2 3 3, ,v w v w v w+ +  בת"ל.  +

 .ד 1 1 2 2 3 3, ,v w v w v w+ + Vפורשת את   + W+. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה
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 אז בהכרח:  ,ריבועית לאמטריצה  A אם (21

 .Aשווה למרחב השורות של   tA  מרחב השורות של  .א

 .Aשונה ממרחב השורות של   tA  מרחב השורות של  .ב

 .Aשווה לממד מרחב השורות של   tAממד מרחב השורות של   .ג

 .Aשונה מממד מרחב השורות של   tA  ממד מרחב השורות של .ד
 אינה נכונה. אף תשובה  .ה

 

A,תהיינה   (22 B   2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 אזי בהכרח מתקיים: 

 .Aמוכל במרחב השורות של   ABמרחב השורות של   .א

0ABאם  .ב 0Bאז בהכרח   ,=  .=0Aאו   =

 Bמשולשית עליונה או   Aאז בהכרח   ,משולשית עליונה ABאם  .ג
 משולשית עליונה. 

2אם  .ד nAB I= ,  2אז בהכרח nBA I=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

פולינומים במרחב   6קבוצה בת   Aתהי   (23 5 x  מרחב הפולינומים   מעל(

- (, ונניח בנוסף ש 6ממעלה עד וכולל    ( )5 x Sp A= . 

 אזי בהכרח מתקיים: 

 . 2פולינומים ממעלה   4מכילה בדיוק  A- ייתכן ש .א

 . 1פולינומים ממעלה   4מכילה בדיוק  A- ייתכן ש .ב

מרחבים של  -תתשני  .ג 5 x .מאותו מימד בהכרח שווים 

 תלויה לינארית. בלתי  A .ד
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

מספר ממשי ויהיו   aיהי   (24

1 1

1 1
, , ,

1 1

1 1

a a

a a
U Sp W Sp

a a

a a

          
          
          = =   
          
                    

 

4  מרחבים של- שני תתי
 בהכרח מתקיים:  .

 .א 0U W  .aלכל ערכי   =

 .ב 0U W    לכל ערכיa. 

) .ג )dim 3U W 1aלכל ערכי   =  . 

) .ד )dim 1U W 1aלכל ערכי  =  . 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה
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נתונות המטריצות   (25

1 2 3 2 5 5

3 6 9 1 1 0

2 4 6 2 4 3

T R

   
   

= = − −
   
      

. 

 אז בהכרח מתקיים:

) .א ) ( )1, 2rank T rank R= = 

) .ב )3 5 1rank R T = 

3מרחב השורות של   .ג 5R T   5שווה למרחב השורות שלT. 

100 .ד 0T = 
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

, ותהי  Fמרחב וקטורי מעל שדה   Vיהי   (26 1 2, ,..., nA v v v=   קבוצה של וקטורים

)  V-מ )1 nנניח בנוסף ש . -( )dim V n= :אזי בהכרח מתקיים . 

 .Vפורשת את   Aאז   ,בלתי תלויה לינארית Aאם  .א

 בלתי תלויה לינארית.  Aאז  ,V- קבוצה פורשת ל Aאם  .ב

 תלויה לינארית.  Aאך   ,Vפורשת את   Aייתכנו מקרים בהם   .ג

 .Vאינה פורשת את   Aבלתי תלויה לינארית, אך   Aייתכנו מקרים בהם   .ד

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

A,, ותהיינה  F  מרחב וקטורי מעל שדה Vיהי   (27 B   קבוצות שונות לא ריקות של

 אז בהכרח מתקיים: .V- וקטורים מ 

Aאם  .א B   בלתי תלויה לינארית, אז בהכרח( ) ( )  0sp A sp B =. 

A,אם  .ב B אז בהכרח   ,תלויות ליניאריתA B .תלויה לינארית 

A,אם  .ג B אז בהכרח   ,בלתי תלויות ליניאריתA B  .בלתי תלויה לינארית 

)אם  .ד ) ( ) ( )sp A sp B sp A B =  ,  אז בהכרחA B  .תלויה לינארית 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

3וקטור הקואורדינטות של הפולינום   (28 22 12 11x x x+ − +, 

ביחס לבסיס   3 2 3 2 22 3 2, 1, ,2 2x x x x x x+ + + +  הוא:  ,+

) .א )2,2, 2,4− 

) .ב )4, 2, 1, 2− − 

) .ג )2, 1, 2, 4− − 

) .ד )4, 1, 2, 2− 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה
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 מטריצה כלשהי. אזי בהכרח: Aתהי   (29

 . ל"בת Aאזי עמודות   ,ל"בת Aאם שורות   .א

 מטריצה ריבועית.  Aאזי בהכרח   ,ל" בת Aועמודות   ל"בת Aאם שורות   .ב

 מטריצה הפיכה.  A  בהכרח אזי  ,ל" בת Aועמודות   ל"בת Aאם שורות   .ג

0Axאזי בהכרח למערכת   ,ל"בת Aאם שורות   .ד  . יש פתרון יחיד =
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

 :מעל   4מרחבים של  -תתנתונים   (30

( ) 4, , ,U a b c d a b c d=  + + =  

( ) ( ) ( ) ( ) 1,0,1,1 , 0, 2,1,0 , 0,1,1,1 , 1,1,1,0W sp=  

,מצאו בסיס וממד עבור   .א ,U W U W. 

K,עבור תת מרחבים   .ב L   של מרחב וקטוריV הגדירו את ,K L+. 

 

31) A  0  ריבועית, כך שלמערכת המשוואות ההומוגנית לא מטריצהAx = 
 פתרון יחיד, אז: 

Axיש מערכת לא הומוגנית   .א b=   .ללא פתרון 

Axיש מערכת לא הומוגנית   .א b=   .עם יותר מפתרון אחד 

tAיש מערכת לא הומוגנית   .ב y c=  . ללא פתרון 

tAיש מערכת לא הומוגנית   .ג y c=  .עם יותר מפתרון אחד 

 . אף תשובה אינה נכונה .ד

 

2מסדר   Aנתונות מטריצות ממשיות  (32 4  ו -B   4מסדר 4, 

)  -כך ש ) ( )2, 3rank A rank B= =. 

0ABהוכיחו כי   . 

 

33) A  3מטריצה 3, 2-כך ש 0A  יכולה להיות: A, אז הדרגה של  0Aאבל   =
 0 .א
 1 .ב
 2 .ג
 3 .ד
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

3מטריצה מסדר   Aתהיינה   (34 5 ו -B  5מטריצה 3 :אז 

 הפיכה.  BAהפיכה אם ורק אם   AB .א

 בהכרח לא הפיכה.  AB .ב

 רח הפיכה. בהכ BA .ג

0ABאם  .ד ), אז  = ) ( ) 5rank A rank B+ . 
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פתרון יחיד, Aמטריצה, כך שלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   Aאם  (35
 אז בהכרח: 

 הפיכה.  A .א

 פתרון יחיד.  tAלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ב

 פתרון יחיד.  Aלכל מערכת לא הומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ג

 .Aשונה ממרחב הפתרונות של   A  של מרחב העמודות  .ד
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ד (14 א (13 ב (12 א (11

 הוכחה.  (18 א+ג (17 ג (16 א+ד (15

 ד (22 ב+ג (21 ב (20 ג+ד (19

 א+ב (26 ב+ג (25 ב+ד (24 ה (23

  ג (29 ג (28 א (27

30) 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) 

( )

1,1,00 , 1,010 , 1,001

100 1 , 010 1 , 0012

1,0,2,3 , 0,1,2,3

dim 3, dim 3, dim 2

U

W

B

B

U W sp

U W U W

= − −

= − −

 =

= =  =

 

 ב (33 הוכחה.  (32 ד (31

  ד (35 ד (34
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 :הגדרות וכללים יסודיים

 סיכום כללי:

 הגדרה כללית: 

 ומסתיים  Aווקטור שמוצאו בנקודה  להלן תיאור של ווקטור גיאומטרי:

 .ABיסומן באופן הבא:   Bבנקודה 

,:)אותיות מקובלות לסימון הן  u  ניתן לסמן ווקטור באות קטנה באופן הבא:  ,  u v w.) 

AB מהאיור לעיל מתקיים: u=. 

 

 : קשרים בין ווקטורים

  ובכיוונם.נקראים שווים אם הם זהים בגודלם  ווקטורים שווים: שני ווקטורים •

ABמתקיים:   :שווים דוגמא לווקטורים  CD=. 

 

 מקבילים.  טורים שכיוונם זהה נקראים  ווקטורים מקבילים: שני ווק •
 ניתן להביע את האחד באמצעות השני ע"י כפל בסקלר.  

 ווקטורים מקבילים נקראים גם "ווקטורים תלויים ליניארית".  
 דוגמא לתלות בין ווקטורים מקבילים:

1עבור      :מתקייםv u=,   :אוAB CD= . 

 

AB: במרחב אם זוג ווקטורים • u v w  = + CD- ו + au bv cw= +  מקבילים   +

אז מתקיים: 
a b c

  
= =. 

 

  ABזהה לווקטור   גודלהוא בעל  BAווקטור המסומן  •

BAמקרה זה מתקיים:  וכיוון הפוך לו. ב u= −. 

 

 הערה:  

vיקראו מקבילים אם מתקיים:   v  -ו uשני ווקטורים   u=   כאשר הגודל   יכול לקבל

0כל ערך מספרי בתחום     0. בפרט עבור  180- כיוונם הפוך ב. 

 

A                             
       

 

B 

  

A                          

B 
 

  

A                                    
    

 B 

 

A                 

B 

  C                 

D 

C                 

D 
   A                                   

 

B 
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 :שאלות

ABנתון: ABCD במקבילית (1  , ADu v= =  
 מצא את כל הווקטורים במקבילית ששווים  

 .vאו   u- ל

 

  'ABCDA'B'C'D בתיבה (2

ABנתון:  , AD  , AA'u v w= = = . 
 ששווים  מצא את כל הווקטורים בתיבה 

 .wאו   u ,v- ל

 

 שבסיסה ריבוע   SABCDבפירמידה  (3

AB נתון:  , AD  , ASu v w= = = . 
 השווים   שבפירמידה מצא את כל הווקטורים  

 .wאו   u ,v- ל

 

 שבשרטוט  ABCDבטרפז  (4

ADנתון:   3BC=,AB  , ADu v= =. 
    מצא את כל הווקטורים בטרפז שניתן להביע

 .v  או uבאמצעות  

 

 שבשרטוט  ABCDבטרפז  (5

ABנתון:    , AD  , AD 3BCu v= = = 

 את   v  -ו uהבע באמצעות   .א

 .DC- ו ACהווקטורים  

 .  ADהיא אמצע הצלע  Eהנקודה  .ב

 .BEאת הווקטור   v- ו uהבע באמצעות  

 .  CDהיא אמצע הצלע  Fנקודה ה .ג

 .AFאת הווקטור   v- ו uהבע באמצעות  

 

 

D' 

A' 

A B 

C  D 

B' 

C' 

A 

B 

D 

C 

S 

B 

A 

C 

D 

B 

A 

C 

D 

       B                         C 
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 שבסיסה ריבוע   SABCDדה בפירמי (6

ABנתון:  , AD  , ASu v w= = = . 

 את   w- ו u ,vהבע באמצעות   .א

 .SC- ו ACהווקטורים  

 .SDהיא אמצע המקצוע    Nהנקודה  .ב

 .BNאת הווקטור   w  -ו u ,vמצעות  ע בא הב

 

:APכך ש:   ABנמצאת על הקטע   Pהנקודה   (7 PB AB. נתון:   =2:3 u=. 

 .PB-ו APאת הווקטורים   uהבע באמצעות  

 

AP:PBכך ש:   ABנמצאת על הקטע   Pהנקודה   (8 AP. נתון:  =3:5 u=. 

 .AB-ו PBאת הווקטורים   uהבע באמצעות  

 

כך ש:   ABנמצאת על הקטע   Pהנקודה   (9
AP

AB
=  :נתון .AB u=. 

 .PB-ו APאת הווקטורים   uהבע באמצעות  

 

כך ש:   ABע נמצאת על הקט  Pנקודה  ה (10
AP

PB
= .   :נתוןAB u=. 

 .PB-ו APאת הווקטורים   uהבע באמצעות  

 

 שבשרטוט  ABCDבטרפז  (11

AB  נתון:   , AD  , AD 3BCu v= = =. 

   CDל הצלע נמצאת ע  Fהנקודה 

:  ומקיימת
DF

FC
=. 

 .AFאת הווקטור   - ו u  ,vהבע באמצעות  
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AB:  נתון   'ABCDA'B'C'Dבתיבה  (12  , AD  , AA'u v w= = =  

:  ומקיימת  'A'Bצאת על המקצוע מנ Pהנקודה  
A'P

A'B'
=    

:  ומקיימת 'CCנמצאת על המקצוע   Qוהנקודה 
CQ

QC'
= 

, הבע באמצעות     ,  u v w , ו -   :את הווקטורPQ. 

 

ABשבשרטוט נתון:   ABCD בטרפז (13  , AD  , AD 3BCu v= = =. 

 . CDנמצאת באמצע הצלע  Eהנקודה 

:  ומקיימת ADנמצאת על הצלע   Fהנקודה 
AF

FD
=  

FEשבעבורו מתקיים  מצא את ערכו של   AB . 

 

ABון:  וט נתשבשרט  ABCDבטרפז  (14  , AD  , AD 3BCu v= = =. 

 . CDנמצאת באמצע הצלע   Eהנקודה 

:ומקיימת ADנמצאת על הצלע  Fהנקודה 
AF

FD
=  

FEשבעבורו מתקיים:   מצא את ערכו של   AC. 

 

ABנתון: ABCDA'B'C'D'בתיבה  (15  , AD  , AA'u v w= = = . 

  :ומקיימת 'A'B נמצאת על המקצוע  Pהנקודה  
A'P

A'B'
=  

  : ומקיימת 'CC המקצוענמצאת על  Qוהנקודה 
CQ

QC'
=. 

, הבע באמצעות   .א   ,  u v w , ו -   את הווקטורPQ. 

PQ  שבעבורם - ו האם קיימים ערכי   .ב AC ? .נמק 

     .'ABB'Aהיא מפגש אלכסוני הפאה   Eהנקודה  .ג

PQ  ון כיאם נת  - ו ערכי  מצא את    EC. 
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 תשובות סופיות:

1) DC , BCu v= =.  

2) AA' DD' CC' BB' , DC D'C' A'B' AB  , AD BC A'D' B'C'w u v= = = = = = = = = = = =. 

3) AB DC , AD BC  , ASu v w= = = = =. 

4) 
1

BC
3

v=. 

 א. (5
1 2

AC  , DC
3 3

u v u v= + =  ב.      −
1

BE
2

u v= −  ג.     +
1 2

AF
2 3

u v= +. 

AC א. (6  , SCu v u v w= + = +  ב.      −
1 1

BN
2 2

u v w= − + +   . 

7) 
2 3

AP  , BP
5 5

u u= =    . 

8) 
8 5

AB  , PB
3 3

u u= =     . 

9) ( )AP  , PB 1u u = = −    . 

10) 
1

AP  , PB
1 1

u u


 
= =

+ +
     . 

11) 
3

AF
1 3 3

u v
 

 

+
= +

+ +
  . 

12) ( )
1

PQ 1
1

u v w


= − + −
+

     . 

13) 2 =    . 

14) 1 =  . 

) א. (15 )
1

PQ 1
1

u v w


= − + −
+

ג.      ב. לא     
1

 , 1
2

 = =     . 

1
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 :קטורים הפורשים מישורוו

 :סיכום כללי

 קטורים הפורשים מישור:וו

 קטורים שאינם מקבילים, כלומר, בלתי תלויים זה בזה,  וו כל שני 
 פורשים מישור. 

 דוגמא:  

 בעלי כוונים שונים ולכן פורשים  v- ו uהווקטורים  

 . את המישור  

 

  ווקטורים:קומבינציה לינארית של 

ל ווקטור שנמצא במישור )או מקביל למישור זה( ניתן להצגה ע"י קומבינציה  כ •
 ליניארית של שני ווקטורים הפורשים את המישור. 

כל ווקטור שהוא קומבינציה ליניארית של שני ווקטורים הפורשים את המישור,   •
 מקביל למישור.  

 ווקטורים אחרים )או יותר(  אם ניתן להביע ווקטור שקומבינציה לינארית של שני  •
 ניתן לבטא כל ווקטור באמצעות  ) תלויים ליניאריתאז שלושת הווקטורים נקראים 

 האחרים(. 

 

 דוגמא:  

 המוכל, או מקביל   wעבור המישור הנפרש לעיל, ניתן להציג כל ווקטור 

wבאופן הבא:   למישור   u v =  +   :כאשר,      .מספרים ממשיים כלשהם 

u , במקרה זה שלושת הווקטורים   v ו-w   .נקראים תלויים ליניארית 
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 :שאלות

AB:  נתון 'ABCDA'B'C'Dבתיבה  (16  , AD  , AA'u v w= = =. 

  :ומקיימת   'A'Bנמצאת על המקצוע  Pהנקודה  
A'P

A'B'
=   

  :ומקיימת 'CCנמצאת על המקצוע   Qוהנקודה 
CQ

QC'
= 

,   באמצעותבע ה .א   ,  u v w , ו -   את הווקטורPQ. 

 ?'ADD'Aמקביל לפאה   PQשבעבורו הווקטור   מהו ערכו של   .ב

 ?ABCDמקביל לבסיס  PQשבעבורו הווקטור   האם קיים ערך של   .ג

 

   'ABCA'B'C  נתונה מנסרה משולשת (17

AB  ובה נתון:  , AC  , AA'u v w= = = . 

 :ומקיימת  'A'Cנמצאת על המקצוע  Mהנקודה  
A'M

MC'
=    

  :ומקיימת BCנמצאת על המקצוע   Nוהנקודה 
BN

BC
=. 

, בע באמצעות  ה .א   ,  u v w , ו -   את הווקטורNM. 

 ?ACC'A'מקביל לפאה NMשבעבורו הווקטור  מהו ערכו של   .ב

 .  'ABB'Aמקביל לפאה  NMנתון כי הווקטור   .ג
 .באמצעות   הבע את  

 

  BCהיא אמצע הצלע  Dהנקודה   ABCבמשולש  (18

  כך שמתקיים: AC נמצאת על הצלע Eוהנקודה 
AE

2
CE

=. 

 . BE- ו ADהיא מפגש הקטעים  Pהנקודה  

AB:  נגדיר  , ACu v= BPוכן:  , = BE ,  AP ADs t=  = . 

t ,  , בע באמצעות  ה .א v u ו -s הווקטור   אתAP  .בשתי דרכים שונות 

 . BEואת הקטע  ADהקטע  את  Pמצא באיזה יחס מחלקת הנקודה  .ב
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ABCD ( ,ADבטרפז  (19 BC ) נתון:שבשרטוט  AD 3BC=. 

   CDנמצאת באמצע הצלע   Eהנקודה 
 . ADהצלע באמצע נמצאת   Fוהנקודה 
 . CF-ו  AEהיא מפגש הקטעים  Pהנקודה  

 .CFואת הקטע   AEאת הקטע  Pמצא באיזה יחס מחלקת הנקודה 

 

   ABהיא אמצע הצלע  Dהנקודה   ABCבמשולש  (20

DEכך שמתקיים:   ACמצאת על הצלע נ Eוהנקודה  BC . 

  BP והמשך הקטע DEהיא אמצע הקטע  Pהנקודה  
 . Qבנקודה  ACחותך את הצלע 

 .ACאת הצלע  Qצא באיזה יחס מחלקת הנקודה מ .א

QPE: חשב את היחס  .ב

DPB

S

S





. 

 

  'ABCDA'B'C'Dבמקבילון  (21

DAנתון:    , DC  , DD'u v w= = =. 

 ,  'CCנמצאת באמצע המקצוע    Fהנקודה 
   'AAנמצאת על המקצוע  Eהנקודה 

A'Eומקיימת:   2AE=  והנקודהP    נמצאת על 

B'Pומקיימת:   'BBהמקצוע  B'Bk=  . 

DPנתון:   DE DFt s=  + . 

, בע באמצעות  ה .א   ,  u v w ו -k   את הווקטורDP. 

 . 'BBאת המקצוע   Pמצא באיזה יחס מחלקת הנקודה  .ב

 מישור? נמק. נמצאות על אותו  P -ו D  ,E ,Fהאם הנקודות  .ג
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

C B 

D  

E 
P 

F 

A 

C B 

E  
P 

D 

Q 

A' 

C' B' 

D' 

A 

C  B 

D  

E 

F  
P 

1

פרק 6וקטורים גיאומטריים

109

109



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                         
 

 

 תשובות סופיות:

)א.  (16 )
1

PQ 1
1

u v w


= − + −
+

1ב.         ג. לא.          =

)א.  (17 )NM 1
1

u v w


 


 
= − + − + 

+ 
1ב.      ג.     =

1





=

−
      

)א. (18 )
1 1 2

AP  , AP 1
2 2 3

tu tv s u sv= + = − AP:PD ב.    + 4:1=,BP:PE 3:2= 

19) AP : PE 2 :1 ,  CP : PF 2 :1= = 

AQ א. (20 : QC 1: QPEב.    =2

DPB

1

3

S

S
=     

)א. (21 )DP 1u v k w= + + B'P:PBב.       −  ג. כן.     =1:5

1
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 :מכפלה סקלרית וחישוב גודל של וקטור

 סיכום כללי:

uתסומן:   v- ו uמכפלה סקלרית של שני ווקטורים   v :ותחושב ע"י הנוסחה הבאה 

cosu v u v  =   

היא הזווית הנוצרת בין נקודת חיבור מוצאי הווקטורים ובין כיווני הווקטורים   כאשר  
 כמתואר באיור.  

cos ניתן למצוא את הזווית שבין שני ווקטורים ע"י: 
u v

u v



=


. 

2uגודל של ווקטור נתון ע"י:  u=  :או ,
2 2u u=. 

 

 הערה:  

uהמכפלה הסקלרית   v   בין שני ווקטורים מקבלת ערך מספרי בלבד! היא יכולה להיות
 חיובית, שלילית או אפס כפי שנראה בהמשך.  

 

 שאלות: 

על פי הנתונים על גודלם והזווית   v- ו uהמכפלה הסקלרית של הווקטורים  חשב את   (22
 שביניהם: 

60 .א  , 2 , 3v u =  = 120 .ב =  , 5 , 4v u =  = = 

30 .ג  , 6 , 2v u =  = 180 .ד =  , 3 , 8v u =  = = 

0 .ה  , 5 , 3v u =  = 90 .ו =  , 4 , 7v u =  = = 

 

ונים על גודלם והמכפלה הסקלרית  על פי הנת v- ו uחשב את הזווית בין הווקטורים   (23
 שלהם: 

3u , 4 , 6 .א v v u = = 4 .ב = 3 , 2 , 4u v v u = − = = 

9u , 5 , 0 .ג v v u = = 2u , 6 , 12 .ד = v v u = = = 
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6v , 3שאורכם: v- ו uנתונים שני וקטורים   (24 u=  .120. הזווית ביניהם היא   =

PQ:  שמוגדר PQחשב את גודלו של הווקטור   2 3u v= −. 

 

4v , 5ם:שאורכהמאונכים זה לזה  v- ו uנתונים שני וקטורים   (25 u= = . 

MN:  שמוגדר MN  חשב את גודלו של הווקטור 0.5u v= −. 

 

6v , 3ם:שאורכ v- ו uנתונים שני וקטורים   (26 u=  .120. הזווית ביניהם היא   =

PQאם נתון: QPM  חשב את גודל הזווית 2 3  , PM 4u v u v= − = + . 

 

BACהוא משולש ישר זווית )   ABCהמשולש  (27 90= .) 
 נמצאת   Eוהנקודה   BCהיא אמצע היתר   Dהנקודה 

 . ACעל הניצב 
 . BE-ו  ADהיא מפגש הקטעים  Pהנקודה  

נתון:
AP

AC 12 , AB 8 , 3
PD

= = = . 

 .DPCחשב את גודל הזווית  

 

   'ABCA'B'Cנתונה מנסרה משולשת וישרה  (28
 ות שאורך כל אחת  צלעשבסיסה משולש שווה 

 . 8גובה המנסרה הוא .  6מצלעותיו הוא 
   Nוהנקודה   'A'Cהיא אמצע המקצוע  Mהנקודה  

BN:  ומקיימת  BCהמקצוע נמצאת על   2CN= . 

AB:  נסמן  , AC  , AA'u v w= = =. 

 .MAN:  חשב את גודל הזווית

 

   SAשבסיסה ריבוע המקצוע  SABCDבפירמידה  (29
 הוא גובה הפירמידה. 

:  נתון
1

AB AD AS
2

k= = = . 

AB:  נסמן  , AD  , ASu v w= = =. 

   Pוהנקודה  SCהיא אמצע המקצוע    Qהנקודה 
 . SBהיא אמצע המקצוע 

 .PAQ:  הזוויתחשב את גודל 
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AB:  נתון  'ABCDA'B'C'Dבתיבה  (30  , AD  , AA'u v w= = = ,
1

AB AD AA'
2

= =  . 

:ומקיימת  'A'Bנמצאת על המקצוע   Pהנקודה  
A'P

A'B'
=  

 . 'DDהיא אמצע המקצוע  Qהנקודה ו

ם:  שבעבורו מתקיי מהו ערכו של   .א
5

AP AQ
6

=? 

cos את הבע באמצעות  .ב PAQ   

 חדה.  PAQהזווית   והראה כי לכל ערך של  

ת:  מקיימ PAQשבעבורו הזווית   של   ערכו מהו   .ג
2

cos PAQ
3 5

=? 

 

AC  מתקיים: ABCDהוכח כי בכל מרובע  (31 BD AB CD AD BC =  + . 

 

PA  מתקיים:  P. הוכח כי לכל נקודה כלשהי  ABCDנתון מלבן  (32 PC PB PD = . 

 

.  CD  היא אמצע הצלע  Qוהנקודה  BCהיא אמצע הצלע   P. הנקודה ABCDנתון ריבוע  (33

ABCD  הוכח כי מתקיים: AP AQS =                      . 

                              

.  CDהיא אמצע הצלע   Qוהנקודה  ABיא אמצע הצלע  ה  P. הנקודה  ABCDנתון מרובע  (34

  הוכח כי מתקיים:
AD BC

PQ
2

+
=. 

 

AS  שבה SABCנתונה פירמידה משולשת  (35 BC⊥  ו -BS AC⊥ . 

CS  הוכח: AB⊥. 

 

תלויים במישור מאונך לכל הווקטורים  הוכח: וקטור המאונך לשני וקטורים בלתי  (36
 שבמישור. 
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 :ענה על הסעיפים הבאים  (37

 .  ABCהיא מפגש התיכונים במשולש  Mנקודה  ה .א

MA  הוכח: MB MC 0+ + =. 

 .  SBCהיא מפגש התיכונים בפאה    P. הנקודה SABCנתונה פירמידה משולשת  .ב

)הוכח: )
1

AP AB AC AS
3

= + +. 

 . BC- מאונכים ל AP- ו ASנתון בנוסף כי   .ג

AB  הוכח כי  AC=הדרכה: סמן( .  AB  , AC  , ASu v w= = =.) 

 

   ABCDנמצאת בתוך מרובע כלשהו  Pהנקודה   (38
 הם משולשים   BPC- ו APDכך שהמשולשים 
AP) ישרי זווית וש"ש  PD  ,  BP PC= =.) 

PE. הוכח:  CDהיא אמצע הצלע   Eהנקודה  AB⊥. 

PB)הדרכה: סמן    , PC  , PA  , PDa b c d= = = =.) 

 

AB:  נתון  SABCבטטראדר   (39  , AC  , ASu v w= = =. 

AP  ומקיימת:  ASנמצאת על המקצוע   Pהנקודה   AS=  . 

)  ומקיימת:  SBCנמצאת על הפאה   Qהנקודה  )SQ SB SC= +. 

 .ABCמקביל למישור   PQשבעבורו   - ו צא את הקשר בין  מ .א

  נתון: .ב
1

PQ BC , 
3

 ⊥ = AB  הוכח:.   = AC=. 

 

נתונה פירמידה שבסיסה מלבן. הוכח כי אם שלושה המקצועות הצדדיים שבה   (40
 שווים, אז גם המקצוע הצדדי הרביעי שווה להם.
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 תשובות סופיות:

6ג.     -10 ב.     3 א. (22     .0ו.      15 ה.      -24 ד.     3

      .0ד.      90ג.      150ב.       60א.  (23

24) PQ 18.248=     

25) MN 29=     

26) 31.87   

27) 55.49     

28) 70.623     

29) 24.095     

א.  (30
3

4
 =

 
)ב.   )

2

1
cos PAQ

3 1 
=

+
ג.        

1

2
 =      

 שאלת הוכחה.  (31

 שאלת הוכחה.  (32

 שאלת הוכחה.  (33

 שאלת הוכחה.  (34

 שאלת הוכחה.  (35

 שאלת הוכחה.  (36

 שאלת הוכחה.  (37

 הוכחה. שאלת  (38

2א.  (39 1 +  ב. שאלת הוכחה.     =

 שאלת הוכחה.  (40
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  :שאלות יסודיות עם וקטורים אלגבריים

 סיכום כללי:

 הגדרה כללית: 

)  וקטור שמוצאו בראשית הצירים )וסופו בנקודה:  0,0( ),x y   במישור ייכתב בצורתו

)  האלגברית באופן הבא: ),u x y=. 

 
 דוגמאות:  

)הווקטור   • )4,2u נמצא במישור   = xy , 

)מוצאו בנקודה   )A )וסופו בנקודה   0,0 )B 4,2. 

 

)הווקטור:   • )4,2,5u  נמצא במרחב הקרטזי.  =

)מוצאו בראשית הצירים   )A 0,0,0  

)וסופו בנקודה:   )B 2,4,5. 

 

 

 
 ווקטור שמוצאו אינו בראשית הצירים:  

)ווקטור שמוצאו בנקודה   )1 1 1A , ,x y z :וסופו בנקודה  ( )2 2 2B , ,x y z   ייכתב ע"י חישוב

)  הפרש נקודת סופו ממוצאו באופן הבא: )2 1 2 1 2 1AB B A , ,u x x y y z z= = − = − − −. 

 

 אמצע קטע וחלוקת קטע ביחס נתון:

)שקצוותיו הם:   Mאמצע הקטע  • )1 1 1A , ,x y z ו-  ( )2 2 2B , ,x y z  

1הוא:   2 1 2 1 2
M M M ,   ,  

2 2 2

x x y y z z
x y z

+ + +
= = =. 

)המחלקת קטע שקצותיו   Pשיעורי נקודה   • )1 1 1A , ,x y z ו -( )2 2 2B , ,x y z  ביחס 

k:של  l  :1הם 2 1 2 1 2
P P P  ;    ;  z

k x l x k y l y k z l z
x y

k l k l k l

 +   +   + 
= = =

+ + +
. 
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 שאלות:

 :  את הווקטורים הבאיםשרטט  (1

) .א )4,2u =  

) .ב )5,1v = − 

) .ג )3, 4w= − 

) .ד )0,3a = 

) .ה )5,0b = − 

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת   (2
 הצירים שלפניך.  

   vומהו הווקטור   uמצא מהו הווקטור  
 . על פי השרטוט

 

 בשרטוט נתונה מקבילית ששיעורי שלושה   (3
 דקודיה נתונים )ראה איור(.  ומק

  .Dדקוד ו מצא את שיעורי הק

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת   (4
 הצירים שלפניך. 

 . על פי השרטוט uמצא מהו הווקטור  

 

 דקודיו נתונים.ובשרטוט נתון משולש ששיעורי ק  (5
 שיעורי מפגש התיכונים במשולש. מצא את 

 

 

 

 

u -אם נתון ש  z- ו x ,yמצא את   (6 v=   :כאשר

( ) ( )4, 1,2  , 2, 1, 3u v z y x= − = − + − 
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 ענה על הסעיפים הבאים:  (7

)אם נתונות הנקודות   ABמצא את הווקטור   .א )A )-ו −3,5 )B 6,1. 

)אם נתונה הנקודה   Q מצא את שיעורי הנקודה  .ב )P )והווקטור   8,11 )PQ 4, 3= −. 

 

 ענה על הסעיפים הבאים:  (8

)  אם נתונות הנקודות EF  מצא את הווקטור .א )E 2,0, )- ו  −3 )F 7, 1, 3− −. 

)אם נתונה הנקודה  Nמצא את שיעורי הנקודה  .ב )M 0, 4,1−  

)  והווקטור )MN 1, 1,9= − −. 

 

 בשרטוט נתונה מקבילית ששיעורי שלושה   (9
 דקודיה נתונים. ומק

 .Dדקוד ו מצא את שיעורי הק

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת   (10
 הצירים שלפניך. 

 .vומהו הווקטור  uמצא מהו הווקטור  
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 תשובות סופיות:

 להלן סרטוט:  (1
 
 
 
 
 
 
 
 

2) ( ) ( )5,8,0  , 5,8,6u v= =. 

3) ( )D 6, 8,1−. 

4) ( )4,11,5u =. 

5) ( )7,1,2  . 

6) 5 , 2 , 6x y z= = − =. 

) א. (7 )AB 9, 4= ) ב.     − )Q 12,8. 

) א. (8 )EF 5, 1,0= )ב.       − )N 1, 5,10− −. 

9) ( )D 6, 8,1−  . 

10) ( ) ( )0, 7,6  , 4,7,6u v= − = −  . 
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 :פעולות אלגבריות בין וקטורים

 סיכום כללי:

 בהצגה אלגברית: מכפלה סקלרית

uתסומן:   v- ו uמכפלה סקלרית של שני ווקטורים   v   ותחושב ע"י הנוסחה 

cosu  הבאה: v u v  =     כאשר   היא הזווית הנוצרת בין נקודת חיבור מוצאי

 הווקטורים ובין כיווני הווקטורים.  

)מכפלה סקלרית של ווקטורים:   ) ( )1 1 1 2 2 2, ,  , , ,u x y z v x y z=  תחושב באופן   =

)  הבא: )( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , ,u v x y z x y z x x y y z z = = + +. 

 

 :שאלות

)נתונים הווקטורים הבאים:  (11 ) ( )4,0,9  , 1,3, 5u v= = − − . 

2 ,  , חשב את ערכי הווקטורים הבאים:    , 3 2u v u v u v u v+ − − +. 

 

)תונים הווקטורים:  נ (12 ) ( ) ( )3,1,4  , 4, 2, 6  , 2,6, 5u v w= − = − − = −  . 

 חשב את: 

3 .ג −0.5v .ב 2u .א 2u v− 

0.25 .ד 0.5v u− 0.5 .ה 2v u w− 2 .ו + 4v u w− + 

 

)נתונות הנקודות הבאות:  (13 ) ( ) ( )A 1, 3,0  , B 4,2, 1  , C 3, 1,2− − − . 

 מצא את הווקטורים הבאים:  

AC .א AB+   .2בAC 4AB−   .2גAC AB BC+ − 

 

)נתונים שלושה ווקטורים:  (14 ) ( ) ( )6, 1,  , 0, ,4  , ,5, 10u z v y w x= − = = −. 

,מצא את ערכם של   .א ,x y z   :2המקיימיםu v w+ =. 

,מצא את ערכם של   .ב ,x y z   :המקיימים( )
1

2 3
2

v w u v− = +. 

)  כיצד תשתנה התוצאה של סעיף א' אם: .ג ) ( ) ( )6, , ,  -1,2, ,  ,2 ,-10u y z v y x w x z= = =? 
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 . v- ו  uנתונים הווקטורים  (15

)חשב את תוצאת המכפלה הסקלרית עבור:   .א ) ( )6,2,3  , 4,0,1u v= − =. 

עבורו תוצאת המכפלה הסקלרית של הווקטורים:   yמצא את   .ב

( ) ( )1,7, 6  , 2, ,4u v y= −  .   -1תהיה  =

 עבורו הוקטורים מהסעיף הקודם יהיו מאונכים זה לזה.  yמצא את   .ג

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 תשובות סופיות:

11) ( ) ( ) ( ) ( )3,3,4  ; 5, 3,14  ; 2 6, 6,19  ; 3 2 10,6,17u v u v u v u v+ = − = − − = − + =. 

)א.  (12 )6, )ב.   −2,8 )ג.   −2,1,3( )17,7,24−  

)ד.  )2.5, 1, 3.5− )ה.    − )9.5,9.5, )ו.   −18 )19,19, 36− 

)א.  (13 )ב.   5,7,1( )8, 16,8− )ג.   − )8,12,0 

18x , 3 , 6א.  (14 y z= = = ב.    −
2

1 , 9  , 72
3

x y z= − = =  

ג.   
8 4 2

4  ,  4  , 
9 9 9

x y z= − = − = −. 

21uא. (15 v = 3yב.     − ג.   =
1

3
7

y =  . 
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 :גודל של וקטור

 :סיכום כללי

)גודלו של ווקטור   )1 1 1, ,u x y z=   :2נתון ע"י 2 2 2

1 1 1u u x y z= = + +. 

 

 :שאלות

)נתונים הווקטורים הבאים:  (16 ) ( )1, 3,2  , 5, 1,0u v= − = −. 

2  ,   , חשב את הגדלים של הוקטורים הבאים:    ,  4 3u v v u u v+ −. 

 

:  ABCDדקודי המרובע ותונים ארבעת קנ (17

( ) ( ) ( ) ( )A 4,2,1  , B 0,2, 1  , C 3, 5,0  , D 7, 5,2− − − − − − 

 הוכח כי המרובע הוא מקבילית. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות:

16) 14 ; 26 ; 2 150 ; 4 3 266u v v u u v= = + = − = . 

 הוכחה.  (17
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  :וקטורים מקבילים ושווים

 :שאלות

 : ABCDדקודי המרובע ונתונים ארבעת ק (18
 ( ) ( ) ( ) ( )A 1,2,0  , B 2,5,3  , C 1,8,4  , D 4,3, 1− − − 

 וכח כי המרובע הוא טרפז.ה .א

 האם הטרפז שווה שוקיים? .ב
 

)נתונות הנקודות הבאות:  (19 ) ( ) ( ) ( ) ( )A 1,0,2  , B 3,7, 4  , C 6,9,0  , D 7,4,10  , E 9,11,4−. 

AB   :הראה כי .א DE=. 

ADהאם ניתן לומר כי גם   .ב BC=  .נמק ? 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 ב. כן.   א. הוכחה.   (18

   ב. לא.  .  ה. הוכחא (19
 

1

פרק 7וקטורים אלגבריים

123

123



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                     
 

  :ווית בין וקטוריםז

 סיכום כללי:

u ,   וקטוריםשני בין  זווית   • v תחושב ע"י  :cos
u v

u v



=


. 

 

 :שאלות

 :v- ו uחשב את הזווית שבין הווקטורים   (20

) .א ) ( )2,2,5  , 4,0,1u v= − = 

) .ב ) ( )6, 3,1  , 2,5,3u v= − = 

) .ג ) ( )2,1,3  , 4, 2, 6u v= − = − − 

 

):  דקודיו הםו שק ABCמצא את שטחו של משולש  (21 ) ( ) ( )A 3,2,1  , B 0,3,2  , C 5, 1,0− −. 

 

)  נתונים הווקטורים: (22 ) ( )2, 1,0  , 5,0,3u v= − =. 

 אם ידוע   0היא  v- ומכפלתו ב  0היא  u-שמכפלתו ב  wמצא וקטור  

 .70שגודלו הוא 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 .    180ג.    90ב.     92.277א.  (20

 יח"ש.  10.173 (21

22) ( )3,6, 5w = )  או − )3, 6,5w= − −. 
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 :הצגה פרמטרית של ישר

 :סיכום כללי

 ישר כללי במרחב ניתן להצגה ע"י שני ווקטורים. 

   .ווקטור ההעתקה  נקרא aהווקטור  
 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו על נקודה כלשהי על הישר הנתון.  

   .ווקטור הכיוון של הישרנקרא   uהווקטור  
 זה הוא ווקטור שנמצא על הישר עצמו מוצאו בנקודה אחת וסופו  

 בנקודה אחרת לאורך הישר. 

x : :  הקשר בין שני הווקטורים נתון ע"י a tu= + 
שמוצאו   tהוא ווקטור המתקבל ע"י בחירה של   x- הוא מספר ממשי כלשהו ו  tכאשר  

 . lבראשית הצירים וסופו על נקודה על הישר  
 

)עבור הנקודות:    :דוגמא ) ( )B 5,3,1  , A )- ו 0,0,0 )C נקבל את הווקטורים   7,0,10

)הבאים:   ) ( ) ( ) ( )AB B A 5,3,1  ;  BC C B 7,0,10 5,3,1 2, 3,9a u= = − = = = − = − = − 

)לכן הצגה פרמטרית של הישר היא:   ) ( ): 5,3,1 2, 3,9l x t= + −  . 

 

 הערות:

לישר יש אינסוף הצגות פרמטריות הנבדלות זו מזו בבחירת ווקטור ההעתקה   •
 ווקטור הכיוון.  

)ההצגה הבאה גם מתאימה לישר שבדוגמא:   ) ( ): 7,0,10 6,9, 27l x t= + − − 

"י  בהצגה פרמטרית אחת של הישר, יתקבל ע 0tהמתקבל ע"י הצבת   xהווקטור   •

 בהצגה פרמטרית אחרת של אותו הישר.   1tהצבת  

 .uומוצאו של הווקטור   aבאיור לעיל אינה בהכרח סופו של הווקטור   Bהנקודה   •

כדי לכתוב הצגה פרמטרית של ישר מספיק לקחת שתי נקודות כלשהן למציאת   •
הנמצאת על המשך הישר( ונקודה   Dיחד עם נקודה    C)למשל הנקודה  uהווקטור  

 . aנוספת למציאת הווקטור 

ורים גיאומטריים במרחב  הצגה פרמטרית של ישר היא למעשה חיבור של שני ווקט •
 הנותנים ווקטור שמוצאו בראשית הצירים וסופו על הישר הנתון.  

 

 

 

 

 
 

 

 B 

A 

C 
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 :שאלות

)האם הנקודה   (23 )A )  נמצאת על הישר 7,0,3 ) ( ) : 4,3,0 1, 1,1x t= + −? 

 

)  אם הנקודהה (24 )B 4, 2, 10− )  נמצאת על הישר − ) : 2, 1,5x t= −? 

 

)מצא את הצגתו הפרמטרית של ישר במישור שעובר בנקודות   (25 )A 5, 2− )- ו − )B 1,6. 

 

)מצא את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודות  (26 )C 3,0, )- ו −2 )D 4,1,1. 

 

)  הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודה מצא את   (27 )G 2, 7,1−  

)  ומקביל לישר ) ( ) : 0,3, 1 4,2,1x t= − + −. 

 

)מצא במרחב הצגה פרמטרית של ישר העובר דרך הנקודה   (28 )1,2,3  

)ומאונך לישר:   ) ( ) : 1,2,0 1, 2,4x s= + −. 

 

 ענה על הסעיפים הבאים: (29

)נתונה הצגה פרמטרית של ישר:   .א ) ( ) : 1,2,3 4,5,6x t= +. 

 .z- ו x  ,yכתוב את ההצגה בעזרת הקואורדינאטות  

1נתונה הצגה של ישר בעזרת קואורדינאטות:   .ב 2  , 10 , 4x t y z t= + = = −. 
 כתוב את ההצגה הפרמטרית שלו.  

 

 במרחב.  y- מצא את הצגתו הפרמטרית של ציר ה (30

 

)  מצא את הצגתו הפרמטרית של ישר במרחב שעובר בנקודה  (31 )M 3, 1,4−  

 .z- ומקביל לציר ה

 

)  מצא את נקודת החיתוך של הישר (32 ) ( ) : 1, 2,6 2,1,2x t= − + עם המישור  − xy. 
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 תשובות סופיות:

 כן.  (23

 לא. (24

25) ( ) ( ) : 5, 2 6,8x t= − − +  . 

26) ( ) ( ) : 4,1,1 1,1,3x t= +. 

27) ( ) ( ) : 2, 7,1 4,2,1x s= − + −  . 

28) ( ) ( ) : 1,2,3 2,1,0x t= +. 

1א.  (29 4  , 2 5  , 3 6x t y t z t= + = + = )ב.  + ) ( ) : 1,10,4 2,0, 1x t= + − 

30) ( ) : 0,1,0x t=  . 

31) ( ) ( ) : 3, 1,4 0,0,1x t= − +. 

32) ( )7, 5,0−. 
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 :מצב הדדי בין ישרים

 סיכום כללי:

 מצבים הדדים בין זוג ישרים במרחב: 4ישנם 

 ישרים מתלכדים: שני הישרים הם למעשה ישר אחד.   •

 במרחב. ישרים מקבילים: שני הישרים בעלי אותו כיוון ולעולם אינם נפגשים   •

 ישרים נחתכים: שני ישרים במרחב עם כיוונים שונים הנחתכים בנקודה כלשהי.  •

 ישרים מצטלבים: שני ישרים עם כיוונים שונים שאינם נפגשים במרחב.   •

 

 שלבית הבאה: -כדי לקבוע את המצב ההדדי בין שני ישרים נבצע את הבדיקה הדו

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 כן

קטורי האם הישרים באותו כיוון )האם ו
 הכיוון שלהם שומרים על אותו יחס(?

 

האם לישרים נקודה משותפת 
)האם נקודה מישר אחד 
 נמצאת על הישר השני(?

 

יש נקודת חיתוך האם לישרים 
 כלשהי?

 

 מתלכדים

 

 מקבילים

 

 נחתכים

 

 מצטלבים

 

 כן כן

 לא

 לא לא
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 לות:שא

 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.   (33
 אם הם נחתכים מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם.

( ) ( ) ( ) ( )1 2 : 2, 3,0 5, 1,2  ,  : 12, 5,4 10,2, 4x t x s= − + − = − + − −. 

 

 צא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.  מ (34
 מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם. אם הם נחתכים

( ) ( ) ( ) ( )3 4 : 0,1, 7 2,1,1  ,  : 2,0, 6 6, 3, 3x t x s= − + − = − + − −. 

 

 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.   (35
 אם הם נחתכים מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם.

( ) ( ) ( ) ( )5 6 : 3,5,1 4,0, 1  ,  : 1,7,4 1,1,2x t x s= − + − = − + −. 

 

 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.   (36
 אם הם נחתכים מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם.

( ) ( ) ( ) ( )7 8 : 3,0,0 2, 2,5  ,  : 0,1, 5 3,1, 2x t x s= + − = − + −. 

 

 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.   (37
 אם הם נחתכים מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם.

( ) ( ) ( )9 10 : 4,1, 1 3,0, 1  ,  : 6,0, 2x t x s= − − + − = −
 

. 

 

 מצא את המצב ההדדי בין הישרים הבאים.   (38
 אם הם נחתכים מצא גם את נקודת החיתוך ביניהם.

( ) ( ) ( ) ( )11 12 : 2,8, 1 1,0,0  ,  : 5,8,2 2,0, 1x t x s= − + = − + −. 

 

 שבעבורו הישרים הבאים:     ערכו של הפרמטרמצא את  (39
( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 : 1,1 ,6 1, 2,2  ,  : 1,7, 1 , 2, 6x k k t x k k s k k= + − + − = − − + − + − 

 . מקבילים .א

 .מתלכדים .ב
 

)  נתונות הנקודות: (40 ) ( ) ( ) ( )A 3, 1,5  , B , 1,3  , C 6,3, 1  , D 2,3,k k− − − − −. 

 מצטלבים.  CD- ו ABהישרים   kהראה כי לכל ערך של  

 

k
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 תשובות סופיות:

 מתלכדים. (33

 מקבילים.  (34

)נחתכים,  (35 )1,5,0. 

 מצטלבים.    (36

 מקבילים.    (37

)נחתכים,   (38 )1,8, 1−. 

2kא.  (39 2kב.   .    = = −   . 

 הוכחה.  (40
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 :הצגה פרמטרית של מישור

 :סיכום כללי

 מישור כלשהו במרחב ניתן להצגה ע"י שלושה ווקטורים.  
 .  ווקטור ההעתקה  הוא aהווקטור  

 מוצאו תמיד בראשית הצירים וסופו בנקודה כלשהי על המישור.  
 

   הכיוון של המישור.וקטורי הם  v- ו uהווקטורים  
 אלו הווקטורים הפורשים את המישור.  

 
x :   הקשר בין שלושת הווקטורים נתון ע"י: a tu sv = + + 

t,כאשר   s הם מספרים ממשיים כלשהם ו -x  הוא ווקטור המתקבל ע"י בחירתם 
 . מוצאו בראשית הצירים וסופו בנקודה על המישור  אשר 

 

 :שאלות

  הבא: מצא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודות (41

( ) ( ) ( )A 1, 4,0  , B 3,6,2  , C 0, 3,1− −. 

 

)  מצא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה (42 )Q 6,7, 1−  , 

)  ומכיל את הישר ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4x t= − − + − . 

 

)  נתונים שני ישרים: (43 ) ( ) ( ) ( )1 2 : 0,1, 1 1,9, 3  ,  : 2,16,11 0,1, 6x t x s= − + − = + −. 

 הראה שהישרים נחתכים ומצא הצגה פרמטרית של המישור המכיל אותם.

 

)  מצא את הצגתו הפרמטרית של מישור שעובר בנקודה (44 )D 5, 2, 1−  ומכיל   −

 .x- את ציר ה

 

מצא את הצגתו הפרמטרית של המישור   (45 xz. 

 

 נתונה תיבה שמידותיה נתונות במערכת הצירים שלפניך.   (46
 המסומן.מצא את הצגתו הפרמטרית של המישור  
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 תשובות סופיות:

41) ( ) ( ) ( ) : 1, 4,0 2,10,2 1,1,1x t s = − + + −  . 

42) ( ) ( ) ( ) : 2, 2,5 1,0, 4 8,9, 6x t s = − − + − + −. 

43) ( ) ( ) ( ) : 0,1, 1 1,9, 3 0,1, 6x t s = − + − + −. 

44) ( ) ( ) : 1,0,0 5, 2, 1x t s = + − −. 

45) ( ) ( ) : 1,0,0 0,0,1x t s = +    . 

46) ( ) ( ) ( ) : 7,0,0 0,0,1 7,12,0x t s = + + −. 
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 : משוואת מישור

 :כלליסיכום 

:ניתן להציג מישור ע"י משוואה באופן הבא:    0ax by cz d + + + = , 

)כאשר:  ), ,x y z   היא נקודה על המישור והמקדמים, ,a b c   הם שיעורי ווקטור הנורמל

):  של המישור המסומן ), ,h a b c= . 

 

  : שאלות

2 :   קבע האם הנקודות הבאות נמצאות על המישור (47 3 6 0x y z − + − =: 

) .א )D ) .ב 5,7,1 )E 2, 1,1− 

 

)  שבעבורו הנקודה kמצא את ערכו של   (48 )A 1, , 1k  נמצאת על   −

)  :המישור ) : 2 1 7 0kx y k z − + + + =. 

 

3 :   נתונה משוואת מישור: (49 2 9 0x y z + − − =. 
 החיתוך של המישור עם שלושת הצירים. מצא את נקודות  

 

4 :   נתונה משוואת מישור: (50 2 8 0x y z + − + =  . 

מצא הצגה פרמטרית של הישר שהמישור חותך מהמישור   yz. 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 א. על המישור.   ב. לא על המישור.  (47

48) 3k =. 

49) ( ) ( )
1

3,0,0  , 0, 4 ,0  , 0,0, 9
2

 
− 

 
  . 

50) ( ) ( ) : 0, 8,0 0,2,1x t= − +     . 
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  :פרמטרית של מישור ומשוואת מישור בין הצגה יםמעבר

 : שאלות

2 :   נתונה משוואת מישור: (51 3 12 0x z + −  . כתוב הצגה פרמטרית של המישור. =

 

)  תונה הצגה פרמטרית של מישור:נ (52 ) ( ) ( ) : 2, 5,0 1,0,2 0, 1,3x t s = − + + −. 

 מצא את משוואת המישור. 

 

)  נתונה הצגה פרמטרית של מישור: (53 ) ( ) : 2,2,1 3,1,0x t s = − +. 

 מצא את משוואת המישור. 

 

) עובר בנקודות:  המישור   (54 ) ( ) ( )A 1,0, 3  , B 2,0,0  , C 4, 1,0− −. 

 מצא את משוואת המישור. 

 

 יפים הבאים:על הסע ענה   (55

)לפניך הנקודות הבאות:   .א ) ( ) ( )2,0,5  , 0,1, 2  , 1,1,0−. 

i.   הראה ששלוש הנקודות אינן נמצאות על ישר אחד ומצא הצגה
 פרמטרית של המישור הנקבע על ידן. 

ii.   הנקודות הנ"ל. מצא את משוואת המישור העובר דרך שלוש 

 מצא שתי נקודות נוספות הנמצאות על המישור שמצאת בסעיף א'.  .ב

)האם הנקודה   .ג  נמצאת על המישור שמצאת בסעיף א'?   4,2,1(

 

 

 תשובות סופיות:

51) ( ) ( ) ( ) : 0,0,4 0,1,0 6,0, 4x t s = + + −. 

52)  : 2 3 19 0x y z − + + + =. 

53)  : 3 8 0x y z − + =. 

54)  : 3 6 6 0x y z + − − =  . 

).  iא. (55 ) ( ) ( ) : 1,1,0 1,0, 2 1, 1,5x t s = + − − + −   ii  .2 3 1 0x y z− + + − =   

)ב. למשל:   ) ( )0.5,0,0    ג. לא.    −0,0,1 , 
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  :מישורים המקבילים לצירים

 :שאלות

)  נתונה משוואת מישור: (56 ) ( )2 2 : 2 2 3 3 1 0k x k k y z k + + − − − + − =. 

 )ולא מכיל אותו(?  y- המישור מקביל לציר ה kלאיזה ערך של  

 

0x , 0 , 0אותיו של טטראדר נמצאות על המישורים  פ (57 y z= = =   

3- ו 2 6 0x y z+ + −  מצא את נפח הטטראדר. .=

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

56) 3k =    . 

 יח"נ.  6 (57
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 : הדדי בין ישר ומישורמצב 

 :סיכום כללי

 מצבים הדדיים בין ישר ומישור במרחב:  3שנם י

  הישר חותך את המישור.  •

 למישור. הישר מקביל  •

   הישר מוכל במישור. •

 

כדי לדעת מהו המצב ההדדי בין ישר ומישור יש להציב נקודה כללית של הישר  
  במשוואת המישור ולבדוק:

  אם למשוואה המתקבלת יש פתרון יחיד אז הישר חותך את המישור. •

 אם למשוואה אין אף פתרון אז הישר מקביל למישור.  •

 אם למשוואה יש אינסוף פתרונות אז הישר מוכל במישור.   •

 

 :שאלות

)  הבאים:  מישורהישר ו הנתונים   (58 ) ( ) : 2 3 6 0 ,  : 5,0,1 4,1, 2x y z x t − − + = = + −. 

 קבע את המצב ההדדי שביניהם. 
 ת המישור מצא גם את נקודת החיתוך. אם הישר חותך א 

 

  הבאים:  מישורהישר ו התונים  נ (59

( ) ( ) : 3 2 11 0 ,  : 2, 1,6 1,1,2x y z x t − + − = = − + −. 

 קבע את המצב ההדדי שביניהם.  
 ת המישור מצא גם את נקודת החיתוך. אם הישר חותך א 

 

)  הבאים:  מישורהישר ו הנתונים   (60 ) ( ) : 2 6 11 0 ,  : 6,1,0 3,0, 1x y z x t + + + = = − + −. 

ת המישור מצא גם את נקודת  אם הישר חותך א קבע את המצב ההדדי שביניהם.
 החיתוך. 

 

)  :הבאים  מישורהישר ו הנתונים   (61 ) ( ) : 2 4 0 ,  : 1, ,3 4,1 ,0x y z x a t b − + − = = + −. 

 בעבורם הישר מוכל במישור.  b- ו aמצא את ערכי  
 

 חותך        מקביל                   מוכל      
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 תשובות סופיות:

)ישר חותך,  ה (58 )1, 1,3−   . 

 בילים.   מק (59

 הישר מוכל.     (60

61) 1 , 7a b= = −  . 
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 :מצב הדדי בין מישורים

 :סיכום כללי

 מצבים הדדיים:   3ישנם   יםבין שני מישור

 .ישר החיתוך  במקרה זה יש להם ישר משותף הנקרא -המישורים נחתכים   •

 לשני המישורים וקטורים פורשים זהים אך ווקטור העתקה שונה.    –המישורים מקבילים   •

 במקרה זה שני המישורים מייצגים את אותו המישור.  -ר מתלכדים המישו •

 

1: כלליים  שני מישוריםעבור  1 1 1 1:  0a x b y c z d + + + 2- ו  = 2 2 2 2:  0a x b y c z d + + + = 

 : באופן הבאהמצב ההדדי ביניהם נקבע את 

 

 נחתכים מקבילים מתלכדים

1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d

a b c d
= = =  1 1 1 1

2 2 2 2

a b c d

a b c d
= =  כל מצב אחר 

 

 :אלותש

 ביניהם:שני מישורים. קבע את המצב ההדדי נתונים  (62

1 .א 2 : 2 4 5 0 ,  : 4 2 8 10 0x y z x y z − + − = − + − =. 

3 .ב 4 : 3 1 0 ,  : 3 9 3 8 0x y z x y z + − + = + − − =. 

5 .ג 6 : 5 2 2 3 0 ,  : 2 3 5 0x y z x y z − − + = + + − =. 

 

  נתונים שני המישורים הבאים: (63

( )2 2

1 2 : 2 2 1 0 ,  : 4 12 4 2 0x k k y z x y z k + + − + = + − + − =. 

 עבורם המישורים:  kמצא את ערכי  

 ג. מתלכדים.    ב. מקבילים    חתכים  נ .א

 
 

 תשובות סופיות:

 ג. נחתכים.       ב. מקבילים.     א. מתלכדים.    (62

,2. א (63 3k  3kב.   .    − = 2kג.   .    − =    . 
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 :ישר חיתוך בין מישורים

 :שאלות

  נתונים שני מישורים נחתכים: (64
1 2 : 4 2 2 0 ,  : 2 10 0x y z x y z + − + = − + + =. 

 מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים.  

 

3  תונים שני מישורים נחתכים:נ (65 4 : 8 2 3 2 0 ,  : 2 3 4 0x y z x y z + − + = − + + =. 

 מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים. 

 

5  נתונים שני מישורים נחתכים: (66 6 : 3 3 2 0 ,  : 5 2 20 0x y z x z − + + = − + =. 

 . המישוריםמצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין 

 

7  נחתכים:תונים שני מישורים נ (67 8 : 2 6 0 ,  : 2 0x y z z − − + = − =. 

 מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך שבין המישורים. 

 

6 : מצא הצגה פרמטרית של ישר החיתוך של המישור  (68 5 18 0x y z − + + =   

עם המישור   xz. 

 

1  נתונים שני מישורים: (69 2 : 3 2 1 0 ,  : 4 6 0x y z x y z − + − = + − − =. 

 מצא הצגה פרמטרית של ישר המקביל לשני המישורים ועובר בראשית.   
  

               

 תשובות סופיות:

64) ( ) ( ) : 2,6,0 2,16,12x t= − +  . 

65) ( ) ( ) : 0,2,2 1,2,4x t= +  . 

66) ( )
1

 : 0,4,10 4,7 ,10
3

x t
 

= +  
 

. 

67) ( ) ( ) : 0,2,2 4,2,0x t= + .  

68) ( ) ( ) : 3,0,0 3,0, 18x t= − + −  . 

69) ( ) : 1,9,13x t=  . 
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 :זווית בין שני ישרים

 :סיכום כללי

1שני ישרים בין  זווית חדה   • 1 1l a tu= 2- ו + 2 2l a su= 1תחושב:    + 2

1 2

cos
u u

u u



=


. 

 

 :שאלות

 הישרים הבאים: זוגות  מצא את הזווית שבין  (70

) .א ) ( ) ( )1 2 : 4,0,0 6,8,1  ,  : 4,2, 4x t x s= + = − −. 

) .ב ) ( ) ( ) ( )1 2 : 10,17, 18 3,0, 6  ,  : 6,5,4 0,4,0x t x s= − + − = +. 

 

)מצא את הזווית שבין ישר העובר דרך הנקודות   (71 ) ( )A 3,4,6  , B 6,0, וישר   −2

)העובר דרך הנקודות:   ) ( )C 6,5,1  , D  וקבע מה המצב ההדדי ביניהם.  −1,4,2

 

)נתונות הנקודות   (72 ) ( ) ( )A 1, 3,0  , B 4,2, 1  , C 3, 1,2− − −. 

 מצא הצגה פרמטרית של ישר במרחב העובר דרך הנקודות: .א

i. A ו-B . 

ii. B ו -C. 

iii. A ו-C . 

)מי מבין הנקודות   .ב )D 4,2, )- ו −1 )E 7,7, שמצאת  ABנמצאת על הישר  −3

 בסעיף הקודם? 

 .  BCוהישר   ABחשב את הזווית שבין הישר  .ג

 

3נתון מישור שמשוואתו:   (73 4 6 0x y− + ). הנקודות  = ) ( )A ,6,1  , B 2, , 1x y− − 

נמצאת על מישור  Cנמצאות על המישור והנקודה   yz   :ומקיימתC 11z =. 

  AC-ו ABאם ידוע כי קוסינוס הזווית שבין הישרים  Cמצא את שיעורי הנקודה 

13הוא:  

76
. 
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 תשובות סופיות:

 .90ב.     78.521. א (70

71) 68.21 .הישרים מצטלבים . 

).  iא.  (72 ) ( ) : 1, 3,0 3,5, 1x t= − + ).  iiא.   − ) ( ) : 4,2, 1 1, 3,3x t= − + − − 

).  iiiא.  ) ( ) : 1, 3,0 2,2,2x t= −  .35.477ג.   .  Dב. הנקודה  +

73) ( )C )או   0,2,11 )C 0,28.45,11 
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 :זווית בין ישר ומישור

 :סיכום כללי

lישר  בין  ווית חדה  ז • a tu= :ומישור:   +  0ax by cz d + + + =  

sinתחושב ע"י הנוסחה הבאה:  
u h

u h



=


 . 

 

 :שאלות

 מצא את הזווית שבין הישר והמישור הבאים:  (74

( ) ( ) : 2,0,5 2,1,2  ,  : 3 2 2 9 0x t x y z= − + − − + + =. 

 

)ות הנקודות  נתונ (75 ) ( ) ( ) ( )A 1, 1,2  , B 0,2, 1  , C 1,2,5  , D 7,3, 1− − − −. 

 . ABCובין המישור   D-ו  Aמצא את הזווית בין הישר העובר בנקודות 

 

 שלה   ABC, שמשוואת הבסיס SABCה פירמידה משולשת נתונ (76
2היא:   2 6 0x y z+ − − ). קדקוד הפירמידה הוא  = )S 3,1, 2−. 

 לבסיס הפירמידה,    SBמצא את הזווית בין המקצוע הצדדי  
1Bמקיימים:   Bדקוד ו אם נתון כי שיעורי הק Bx z= = −. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 תשובות סופיות:

74) 18.87  . 

75) 44.83. 

76) 14.9. 
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 :זווית בין שני מישורים

 :סיכום כללי

1שני מישורים:   בין ווית חדה  ז • 1 1 1 1:  0a x b y c z d + + + 2- ו = 2 2 2 2:  0a x b y c z d + + + =  

1תחושב ע"י:   • 2

1 2

cos
h h

h h



=


 . 

 

 :שאלות

1  מצא את הזווית שבין המישורים הבאים: (77  : 4 3 12 0x y z + + − = 

2- ו  : 4 7 5 3 0x y z − + + =. 

 

דקודיה הם: ו, שקABCDה פירמידה משולשת תוננ (78

( ) ( ) ( ) ( )A 0,2, 5  , B 3, 1,1  , C 7, 1, 5  , D 3,2,0− − − −. 

 . ABCלבסיס הפירמידה   ABDמצא את הזווית בין הפאה הצדדית 

 

3מצא את הזווית בין מישור שמשוואתו   (79 5 4 0x y z+ − + למישור   = xz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

77) 90    . 

78) 87.539. 

79) 32.312. 
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 : מרחק בין שתי נקודות במרחב

 :סיכום כללי

)מרחק בין שתי נקודות   )1 1 1A , ,x y z ו-( )2 2 2B , ,x y z   במרחב יחושב באופן 

)הבא:  ) ( ) ( )
2 2 2

AB 2 1 2 1 2 1d x x y y z z= − + − + −. 

 

 :שאלות

)  נתונות הנקודות: (80 )A 2,4, 5− ,( )B 0, )- ו −2,6 )C , 1,13− −k k    . 

ABשוקיים:  -יהיה שווה  ABCהמשולש   עבורם k  ערכימצא  AC= . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

80) 8k 12kאו   = =. 
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 :מרחק בין נקודה לישר

 :כלליסיכום 

)מרחק בין נקודה   )1 1 1A , ,x y z  :לישר הנתון בהצגה פרמטרית:l x a tu= יחושב ע"י   +

העברת אנך מהנקודה לישר וחישוב אורכו. כדי למצוא את נקודת החיתוך יש להשוות  
 את מכפלת הווקטור האנך בווקטור הכיוון של הישר לאפס.  

 

 :שאלות

)  מצא את המרחק שבין הנקודה (81 )A 13, 1, 19− )  לישר − ) : 2,0, 7x t= −. 

 

)נתונות הנקודות  (82 ) ( ) ( )A 1,6, 1  , B 2, 1,0  , C 6, 4,0− − −
 

 . 

 .ABC  חשב את שטח המשולש

 

)  על הישר (83 ) ( ) : 5, 2,0 0,1, 1x t= − +  . ABCDשל ריבוע  ABמונחת הצלע   −

)אחד מקודקודי הריבוע הוא   )D 5,4,2.  

 )שתי אפשרויות(.  Bדקוד ו מצא את שיעורי הק
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

81) 54  . 

 יח"ש.   12.75 (82

83) ( )B 5,4, )  או −6 )B 5, 4,2−. 
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 :מרחק בין נקודה למישור

 :סיכום כללי

)מרחק בין נקודה   )1 1 1A , ,x y z  :למישור:  0ax by cz d + + +  יחושב   =

1ע"י:   1 1

2 2 2

ax by cz d
d

a b c

+ + +
=

+ +
. 

 

 :שאלות

4  מצא את מרחקו של המישור (84 2 4 15 0x y z− − +  מראשית הצירים.  =

 

)  צא משוואת מישור המאונך לישר מ (85 ) ( ) : 1, 8,3 3, 2,1x t= − + −   

)מהנקודה   14ונמצא במרחק   )A 4,5, 9−. 

 

)  נתונים ישר ומישור: (86 ) ( ) : 7,19, 3 3,14, 4  ,  : 2 4 4 15 0x t x y z= − + − + − + =. 

 . 6.5מצא את הנקודות שעל הישר שמרחקן מהמישור הוא 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

84) 
1

2
2

  . 

85)  : 3 2 21 0x y z − + + 3 :   או = 2 7 0x y z − + − =  . 

86) ( )או   4,5,1( )1, 9,5−. 

 

1

פרק 7וקטורים אלגבריים

146

146



 
 

 
  
  
 

.co.ilgoolwww.                                                                                                     
 

 :מרחק בין ישרים מקבילים

 :סיכום כללי

 ק בין שני ישרים מקבילים יחושב ע"י שימוש בנקודה מאחד הישרים מרח
   .ע"י העברת אנך מהנקודה לישר וחישוב אורכו ומציאת מרחקהּ מהישר השני 

 

 :שאלות

)ות הנקודות  נתונ (87 ) ( ) ( ) ( )A 15,0, 4  , B 12, 5,2  , C 6,1,4  , D 12,11, 8− − −. 

   B-ו Aצא את המצב ההדדי בין הישר העובר בנקודות  מ .א
 .D-ו  Cובין הישר העובר בנקודות 

 הישרים מסעיף א'. מצא את המרחק בין   .ב

 

 צלעות של מרובע מונחות על הישרים:   4 (88

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

3 4

: 2,0, 1  + 1, 2,1    ,  : 8, 1,19  + 4,1,6  

: 2,7, 11  + 2,4, 2   ,  : 2,1,5  + 4, 1, 6  

l x t l x s

l x r l x q

= − − = − − −

= − − − − = − − −
   

 . הוכח כי המרובע הוא מלבן .א

 .את שטח המלבןמצא  .ב
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות:

 יח"א.  76ב.   א. מקבילים.   (87

 יח"ש.  824ב.   א. הוכחה.   (88
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 : מרחק בין ישר למישור

 :כלליסיכום 

 מרחק בין ישר ומישור )המקביל לו( יחושב ע"י שימוש בנקודה שעל הישר 
 . מרחקהּ מהמישור תומציא 

 

 :שאלות

4ה משוואת מישור:  נתונ (89 6 0x z− + =. 

 ובין המישור הנתון.  y- צא את המצב ההדדי בין ציר ה מ .א

 ובין המישור הנתון.  y- מצא את המרחק בין ציר ה .ב

 

)נתונים ישר ומישור:  (90 ) ( ): 1, 1,5  + 4, 2, 3   , :3 12 4 10 0 l x k t x y z k= − − − + − + − =. 

 הוכח שהישר מקביל למישור או מוכל בו.   .א

 . 1רחק בין הישר למישור הוא  שעבורו המ kמצא את ערכו של הפרמטר   .ב
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

6ב.  א. הישר מקביל למישור.  (89

17
. 

,2ב.    א. הוכחה.    (90 4k =. 
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 :מרחק בין מישורים מקבילים

 :סיכום כללי

  יות הבאות: מרחק בין שני מישורים מקבילים יחושב לפי אחת מהאפשרו 
   שימוש בנקודה שעל מישור אחד ומציאת מרחקהּ מהמישור השני. . 1

1שימוש בנוסחה:  . 2 2

2 2 2

d d
d

a b c

−
=

+ +
. 

 

 :שאלות

3 :   נתונה משוואת מישור: (91 4 5 10 0x y z − + − =. 

 ממנו.  8מצא משוואת מישור המקביל למישור הנתון והנמצא במרחק  

 

1  תונים שני מישורים מקבילים:נ (92 2 : 2 2 6 0 ,  : 2 2 12 0x y z x y z − − + = − − − =. 

מצא את משוואת המישור המקביל לשני המישורים הנתונים והנמצא במרחק  
 שווה משניהם. 

 

 נים שישה מישורים:  נתו  (93

1 2 3

4 5 6

: 2 2 11 0    ,   : 2 2 5 0      ,  : 2 2 3 0

: 2 2 7 0     ,   : 2 2 1 0     ,   : 0 

x y z x y z x y z

x y z x y z kx qy z p

  

  

+ − − = + + + = − + + =

+ − + = + + − = + + + =
 

שעבורם ששת המישורים יוצרים תיבה   p- ו k ,qמצא את ערכי הפרמטרים 
 יחידות נפח. 60שנפחה 

 

)כדור שמרכזו בנקודה   (94 )O 3,8,  חסום בקובייה שבסיסה התחתון   −1

12מונח על מישור שמשוואתו   4 3 6 0 x y z+ − − =. 
 מצא את משוואת המישור עליו מונח הבסיס העליון של הקובייה.  

 

 תשובות סופיות:

91) 1 2 : 3 4 5 10 0 ,  : 3 4 5 30 0x y z x y z − + + = − + − =. 

92) 3  : 2 2 3 0x y z − − − =  . 

93) 2 , 2 , 18, 12k q p= = − = −. 

94) 12 4 3 136 0x y z+ − − =. 
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 מרחק בין ישרים מצטלבים:

 :סיכום כללי

מרחק בין ישרים מצטלבים יחושב ע"י כתיבת משוואת מישור של אחד הישרים  
 . ומציאת מרחקו מהישר השני

 

 :שאלות

)נתונים שני הישרים הבאים:  (95 ) ( )1  : 3,2,6 4,1,2x t= − + − 

)- ו ) ( )2  : 0,2, 7 1,0, 1x s= − + −. 

 הראה שהישרים מצטלבים ומצא את המרחק שביניהם. 

 

)תונים שני הישרים המצטלבים הבאים:נ (96 ) ( )1  : 1,0,5 1,1, 2x t= − + −  

)- ו ) ( )4  : 2, 1,9 6, 1,0x s= − + −.  

 מצא את המרחק שביניהם.

 

)  מצא את מרחק הישר  (97 ) ( ) : 4, 2, 1 1,1,6x t= − − +  .z- מציר ה −

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

95) 
10

6
 יח"א.  

 יח"א.   1.567 (96

 יח"א.  2 (97
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 וקטורים:ב מסכמותשאלות 

 שאלות:

)נתונות הנקודות   (1 ) ( ) ( )A 1,1,3  , B 1,2,0  , C 1,1,1. 

 . Cעם   Bמצא הצגה פרמטרית של הישר המחבר את  .א
 לא נמצאת על הישר הזה.   Aהראה כי הנקודה 

 . Cעם  Bלבין הישר המחבר את   Aחשב את המרחק בין הנקודה  .ב

והמאונך לישר המחבר   Aמצא את משוואת המישור העובר דרך הנקודה  .ג
 . Cעם  Bאת 

 

מצא את מצבם ההדדי של זוגות הישרים הבאים וקבע אם הם נחתכים,  (2
 מקבילים, מתלכדים או מצטלבים.  

 תוך ואת הזווית בין הישרים. במקרה בו הישרים נחתכים מצא גם את נקודות החי
 במקרה בו הישרים מקבילים או מצטלבים מצא גם את המרחק ביניהם. 

) .א ) ( ) ( ) ( )1,0,1 1,2,0  ,  1,1,0 2,4,0x t x s= + = +. 

) .ב ) ( ) ( ) ( )2,2,4 6,6,1  ,  1, 1,0 12, 3,1x u x s= − + = − + −. 

) .ג ) ( ) ( ) ( )1,1,2 1,2, 1  ,  2,3,1 2,4, 2x t x s= + − = + −. 

) .ד ) ( ) ( ) ( )1, 1,0 0,2, 4  ,  2,0,3 1, 3,1x t x s= − + − = + − −. 

 

מצא את המצב ההדדי של המישור והישר וקבע אם הישר חותך את המישור,   (3
 מקביל למישור או מוכל במישור.  

במקרה שהישר חותך את המישור, מצא גם את נקודת החיתוך וגם את הזווית בין  
 הישר למישור. במקרה בו הישר מקביל למישור מצא את מרחק הישר מהמישור. 

) .א ) ( )2 3 4 5 0 ,  1,0,2 1,2,2x y z x t− + − = = + −. 

) .ב ) ( )2 5 3 6 0 ,  3,0,4 4, 2, 6x y z x t− + − = = − + − −. 

) .ג ) ( )2 14 10 6 ,  2,1, 2 2,2,0x y z x t− + = − = − + −. 

 

מצא את המצב ההדדי של המישורים וקבע אם הם מקבילים, מתלכדים או   (4
 נחתכים. במקרה בו המישורים מקבילים מצא את המרחק בינים.  

 במקרה בו הם נחתכים מצא את הזווית ביניהם ואת ישר החיתוך ביניהם. 

2 .א 2 10 0  ,  2 2 4 0x y z x y z− + − = + + − =. 

2 .ב 5 3 6 0  ,  4 10 6 8 0x y z x y z− + − = − + − =. 

2 .ג 14 10 6  ,  7 5 3x y z x y z− + = − − + = −. 
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 .  8שנפחה הוא   'ABCDA'B'C'Dנתונה קובייה  (5
1 היא: ABCDמשוואת המישור שעליו מונח הבסיס   : 4 3 28 0x y z + + − =. 

2  היא:  'ABB'Aמשוואת המישור שעליו מונחת הפאה    : 2 2 6 0x y z + − + =. 

 אפשרויותCD (2  .)מצא הצגה פרמטרית של הישר שעליו מונח המקצוע 

 

)הנקודה   (6 )A 4,0, )נמצאת על כדור שמרכזו   −1 )O 1,1,2. 

 .Aמצא את משוואת המישור המשיק לכדור בנקודה 

 

)נתונים מישור וישר:  (7 ) ( ) : 1,5,5 1,1,0  ,  : 2 2 1 0x t x y z= + − + + =. 

 הנמצאת במרחקים שווים   z- מצא נקודה על חלקו החיובי של ציר ה
 מהמישור ומהישר. 

 

1  י מישורים:נתונים שנ (8 2 : 2 4 4 5 0 ,  : 4 2 4 1 0x y z x y z − + − = − + − =. 

   6ובמרחק  1ממישור    2מצא הצגה פרמטרית של ישר, שנמצא במרחק  

 אפשריים(.  4)מצא הצגה של ישר אחד מתוך   2ממישור  

 

)  נתונים ישר ומישור: (9 ) ( )1 : 0, 3,0 1,1, 8  ,  : 6 2 5 0x t x y z= − + − + − + =. 

), עובר בנקודה  , המקביל למישור  2ישר נוסף,   )P 1,0, 1וחותך את הישר   −4

 היא הקרובה ביותר    'P, הנקודה מבין הנקודות שבמישור   .Qבנקודה 
 מצא את שטח   .Qהיא הקרובה ביותר לנקודה  'Qוהנקודה  Pלנקודה  
 (.2את וקטור הכיוון של   t)הדרכה: הבע באמצעות   .'PQQ'Pהמלבן 

 

1  נתונים שני מישורים: (10 2 : 2 5 0 ,  : 3 2 11 0x y z x y z + + − = + + + =. 

 הוא ישר החיתוך בין שני המישורים.   1

 עם  60ויוצר זווית של   1מכיל את הישר  3המישור  

)הישר   ) ( )2  : 1,3, 4 1,1,0x t= − + . 

 .3מצא את משוואת המישור  
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 סופיות:תשובות 

)א.  (1 ) ( )1,2,0 0, 1,1x t= + 2ג.     2ב.  − 0y z− + = 

 ג. מתלכדים   4.07ב. מצטלבים,   . 1.095מקבילים,   א. (2
)ד. נחתכים בנקודה   )1,  .47.6הזווית היא:   , −3,4

    ב. מוכל   0.9284א. מקביל,  (3
)ג. חותך בנקודה   )3.5, 0.5, 2−  .40.78, הזווית היא:   −

)א. נחתכים. ישר חיתוך:   (4 ) ( )0, 2,3 3, 1, 2.5x t= − + −  .63.6, זווית:  −

 ג. מתלכדים.   . 0.324ב. מקבילים. המרחק: 

5) ( ) ( ) ( ) ( ): 0,2.5,8.5 2, 2.75, 1.75   ,  : 0,7,7 8, 11, 7x t x t= + − − = + − −. 

6)  : 3 3 15 0x y z − + + + =. 

7) ( 4  או 0,0,4(
0,0,14

5

 
 
 

  . 

8)  ( )
3

: 0, 14, 15 14,14,21
4

x t
 

= − − + − 
 

. 

    יח"ש. 10.467 (9

10) 3  : 2 58 0x y z + − − 3  או =  : 2 5 0x y z + + − =. 

1
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 וקטורית: מכפלה  הנפתרות עםשאלות 

 שאלות:

 מציאת משוואת מישור: 

)  נתונה הצגה פרמטרית של מישור: (1 ) ( ) : 2,2,1 3,1,0x t s = − +. 

 מצא את משוואת המישור. 

 

) דות: עובר בנקו המישור   (2 ) ( ) ( )A 1,0, 3  , B 2,0,0  , C 4, 1,0− −. 

 מצא את משוואת המישור. 

 

)  נתונים שני ישרים: (3 ) ( ) ( ) ( )1 2 : 5, 4,1 0,2, 1  ,  : 0, 6,2 0, 2,1x t x s= − + − = − + −. 

 הראה שהישרים מקבילים ומצא את משוואת המישור המכיל אותם. 

 

)  נתונים שני ישרים: (4 ) ( ) ( ) ( )1 2 : 1,1,3 3, 2,4  ,  : 7,1,0 4, 3,0x t x s= − + − = − + −. 

 1הראה שהישרים מצטלבים ומצא את משוואת המישור המכיל את הישר  

 .2ומקביל לישר  

 

)  צא משוואת מישור שעובר בנקודהמ (5 )A 6,0,  .z- ומכיל את ציר ה −1

 

 ומישור:מצב הדדי בין ישר 

הבאים:    מישורהישר ו הנתונים   (6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) : 1,0,2 1,0, 2 3,0, 1  ,  : 0,3, 2 1, 1,2x s r x t = − + − + − = − + −. 

 קבע את המצב ההדדי שביניהם. 
 ת המישור מצא גם את נקודת החיתוך. אם הישר חותך א 

 

1הבאים:  מישוריםהנתונים שני  (7 2 : 3 2 1 0 ,  : 4 6 0x y z x y z − + − = + − − =.  

 בראשית. מצא הצגה פרמטרית של ישר המקביל לשני המישורים ועובר 
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 מצב הדדי בין מישורים:

: הבאים דקודיםו נתונים שלוש הק 'ABCDA'B'C'Dבמקבילון  (8

( ) ( ) ( )A 1, 1,4  , B 9,0,2  , C 5,2, 2− −. 

 אם ידוע   'A'B'C'Dמצא את משוואת המישור עליו מונחת הפאה 
)שהנקודה   )2,  נמצאת עליו.  −1,0

 

 מציאת ישר חיתוך בין שני מישורים: 

 מאונכים זה לזה.   2- ו 1המישורים   (9

)  הישר ) ( ) : 4,1, 1 2, 1,1x t= − +  הוא ישר החיתוך שבין המישורים. −

 עובר בראשית.  1מצא את משוואות המישורים אם ידוע שהמישור 

 

)  נתונים ישר ומישור: (10 ) ( ) : 2,0,5 3,1, 1  ,  : 4 2 3 6 0x t x y z= − + − − − − =. 

 על המישור.  מצא הצגה פרמטרית של הישר שהוא היטלו של הישר  
 

 :חישובי מרחקים שונים 

  דקודיה הם:ו שק  SABCחשב את נפחה של פירמידה משולשת   (11

( ) ( ) ( ) ( )A 1,6, 1  , B 2, 1,0  , C 6, 4,0  , S 11, 2,4− − − −. 

 

 מאונכים זה לזה.  SC-ו   SA ,SBהמקצועות   SABCבפירמידה משולשת  (12
SAנתון:  6 , SB 8 , SC 12= = =. 

 .  ABC לבסיס Sדקוד וורכו של גובה הפירמידה היורד מהקחשב את א
 

)נתונים שני הישרים הבאים:  (13 ) ( )1  : 3,2,6 4,1,2x t= − + − 

)- ו ) ( )2  : 0,2, 7 1,0, 1x s= − + −. 

 הראה שהישרים מצטלבים ומצא את המרחק שביניהם. 
 

)הישרים המצטלבים הבאים:נתונים שני  (14 ) ( )1  : 1,0,5 1,1, 2x t= − + −  

)- ו ) ( )4  : 2, 1,9 6, 1,0x s= − +  . מצא את המרחק שביניהם. −

 

)מצא את מרחק הישר   (15 ) ( ) : 4, 2, 1 1,1,6x t= − − +  .z- מציר ה −
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 : שונותשאלות 

)נתונים שני ישרים: (16 ) ( ) ( ) ( )1 2 : 2,1,5 5, 4,2  ,  : 7,3, 1 5,4, 2x t x s= − + − = − − + − − . 

 המצב ההדדי שבין הישרים. מצא את   .א

המישור   .ב
1   מכיל את שני הישרים והמישור

2   נמצא בין שני הישרים

במרחק שווה מכל אחד מהם, מקביל לשני הישרים ומאונך למישור  
1 . 

 .2- ו 1מצא את משוואות המישורים  

 

1  תונים שני מישורים:נ (17 2 : 2 4 8 0 ,  : 2 4 0x y z x y z − + − = − + − =. 

   y- מכיל את ישר החיתוך של שני המישורים וחותך את ציר ה  3המישור  

OAכך שמתקיים   Aבנקודה  m= (O  .)ראשית הצירים 

ונתון כי: היא   3למישור   2הזווית שבין המישור  
2

cos
3

 = . 

 .mמצא את הערכים האפשריים של הפרמטר  

 

)נתונות שלוש נקודות: (18 ) ( ) ( )A 3, 1,1  , B 2, 1,0  , O 3,1,0− −. 

 היא מרכזו.   Oנמצאות על היקפו של מעגל שהנקודה  B- ו Aהנקודות 
   Aמצא הצגה פרמטרית של הישר המשיק למעגל בנקודה 

 )הישר נמצא במישור המעגל(. 
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 תשובות סופיות:

1) :  3 8 0x y z − + =. 

2) :  3 6 6 0x y z + − − =. 

3) :  2 2 0y z + + =. 

4) :  12 16 1 0x y z + − − =. 

5) :  0y =. 

)נחתכים בנקודה:   (6 )3,0,4. 

7) ( ): 1,9,13l x t=. 

8) A'B'C'D' :  2 2 0y z + + =. 

9) 1 2:  0  ,  :  6 0y z x y z + = + − − =. 

10) ( ) ( ): 5, 13,0 7,11,2l x t= − − +. 

 יח"נ.    20.5 (11

 יח"א.    4.46 (12

13) 
4

6
 יח"א.   

 יח"א.    1.567 (14

 יח"א.   2 (15

1ב.    א. הישרים מקבילים.   (16 : 2 2 7 0x y z + − + =  ,2 : 2 6 0y z + − =. 

17) 4m=   4או

7
m = −. 

18) ( ) ( ): 3, 1,1 5, 2, 4l x k= − + − − −. 

1
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 מבוא לפונקציה של שני משתנים 

 : ציות הבאותקעבור כל אחת מהפונ 

 של הפונקציה.  Dאת תחום ההגדרה   ומצא . א

 .D סקיצה של הקבוצה ושרטט .ב

 

1) 2 2 2( , ) 5 ln(4 )f x y x y y x= − − + − 

 

2) 
2 2 1

( , ) 4f x y x y
x

= + − + 

 

3) 
2 2( , ) 1

x y
f x y x y

x y

+
= − + + +

−
 

 

4) ( , ) 4 4g x y x y x y= + + − 

 

5) 
1 1

( , )
4 4

f x y
x y x y

= +
+ −

 

 

6) ( , ) 4h x y x y= − + 

 

7) 
2 2

2 2

4
( , ) ln 4xyf x y e x y

x y
= + + −

+
 

 

8) 
4

( , )
1 | | | |

z x y
x y

=
− −

 

 

9) 
4

( , ) ln
4

x y
z x y

x y

 −
=  

+ 
 

 

10)  ( , ) ln ln( 4 )f x y x y x= − 
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11) 
1 1 1

( , , )
4 1

u x y z
x y z

= + +
+ −

 ( ענו על סעיף א בלבד) 

 

12) ( , ) tan
y

f x y
x

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  =

 

13) 
( )

2 2

2 2

1 1
arcsin

4 4
( , )

ln 1

x y

f x y
x y

 
+ 

 =
+ −

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 21
( , ) 5

4
D x y x y x

 
=   − 
 

 

2)  2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +   

3)  2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −   

4) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

5) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

6)  2( , ) | 4 4 , 0D x y y x x= −   −  

7)  2 2( , ) | 4D x y x y= + = 

8)  ( , ) | | | | | 1D x y x y= +   

9) 
1 1 1 1

( , )
4 4 4 4

D x y x y x or x y x
 

=   − −   
 

           

10)  ( , ) | [ 0and 4 4 1] or [ 0 and 4 1]D x y x x y x x y x=    +   + 

11)  ( , , ) | 4, 1, 0D x y z x y z=  −                   

12) 2( , ) 0,
2

D x y R x y k x k



  

=    +   
  

 

13)  2 2( , ) 1 2 4D x y x y=  +   
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 קווי גובה לפונקציה של שני משתנים 

 , אותו ו, שרטטתחום הגדרה  ומצא ,6-1  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 
 :מפת קווי הגובה/רמה של הפונקציה את  וושרטט

1) ( , )
y

f x y
x

= 

 

2) ( , ) ln lnf x y x y= + 

 

3) 2 2( , )f x y x y= + 

 

4) 2 2( , ) 1f x y x y= − − 

 

5) 2( , ) ln( )f x y x y= − 

 

6) ( , )f x y x y= 

 

 : וי גובהומפת ק ושרטט  10-7  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 

7) 2 2( , ) ( 1) ( 3)f x y x y= − + + 

 

8) ( , ) x yf x y e −= 

 

9) ( , ) 2ln lnf x y x y= + 

 

10) ( , ) min{3 , }f x y x y= 

 

 :kאת קו הגובה  ושרטט ,11-31בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

11) ( ) 20,4 ( , ) ( )k f x y x y= = − 

 

12) ( )  20,2 ( , ) min ,k f x y y x x y= = − + 

 

13) ( )
2 2

2 2

3 3
1 ( , )

3 3

x x y x y
k f x y

x x y x y

 + − − 
= = 

− + + − 
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נתונה הפונקציה  (14
2 1

( , )
2 1

x y x
f x y

x y x

 − 
= 

+ 
 . 

)את קו הגובה  ושרטט . א , ) 0f x y =. 

)קו הגובה  Cלאילו ערכי  .ב , )f x y C=  ?הוא קו רציף 
 ציירו את קו הגובה במקרה זה.

 

 

 הערות

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא  * 
 .עקומות שוות ערך =עקומות אדישות  =  = קווי רמהקווי גובה   **
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0x  ה, המישור ללא ציר -y. 

2) 0, 0x y .הרביע הראשון ללא הצירים , 

 כל המישור. (3

4) 2 2
1x y+ .עיגול היחידה , 

5) 2
y x 

6) 0y .חצי המישור העליון , 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ושרטוטים של שאר השאלות, היכנסו לאתר: 

1
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 משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים 

 שאלות 

2נתונה הפונקציה  (1 2( , , ) 4f x y z x y z= − − − . 

 אותו.  ושרטט ו של הפונקציה 2את משטח הרמה   ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (2 2( , , )f x y z z x y= + + . 
 אותו.  ושל הפונקציה ושרטט  4את משטח הרמה   ומצא

 

 את משטחי הרמה:  ומהפונקציות הבאות מצאעבור כל אחת  (3

) . א , , ) 4x y zf x y z + −= 

2 .ב 2( , , )f x y z z x y= − − 

 

נתונה הפונקציה  (4
2 2

2 2
( , , )

x y
f x y z

x z

+
=

+
 . 

 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (5 2 2( , , )f x y z z y x= − − . 
 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

 
 

 תשובות סופיות 

)חצי ספירה עליונה שמרכזה בנקודה  (1 )0,0,  . 2ורדיוסה  −2

)פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה  (2  ונפתח כלפי מטה.  0,0,4(

 א. מישורים. (3
 , הוא פרבולואיד אליפטי kב. משטח רמה 

)שמרכזו בנקודה   )0,0,k  .ונפתח כלפי מעלה 

0kעבור   (4   לא קיים משטח רמהk. 

0kעבור   )נקודה  = 1kעבור   .0,0,0(  מישורים. =

1kעבור     ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-y. 

0עבור   1k   ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-z. 

0kעבור   (5  0עבור  יריעתי.-היפרבולואיד חדk  . חרוט אליפטי =
0kעבור    יריעתי. -היפרבולואיד דו 

1

פרק 8פונקציות של מספר משתנים - מבוא...

162

162



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 של מספר משתנים בפונקציות כלל השרשרת 

 שכל הנגזרות הרשומות קיימות.  וחי, הנבתרגילים בפרק זה
 

 שאלות 

2נתון:  (1 2ln( )z x y= − ,2 22 ,x u v y u v= − = +. 

u, חשבו: vz z. 

 

24נתון:  (2 , 4 , u vv t k u t m z e −= + = + = . 

, חשבו: ,t m kz z z. 

 

2נתון:  (3 2( )z f x y= − . 

0x הוכיחו: yy z x z +  =. 

 

)נתון:  (4 )z f xy= . 

0x הוכיחו: yx z y z −  =. 

 

נתון:  (5
x

z f
y

 
  
 

= . 

0x הוכיחו: yx z y z +  =. 

 

)נתון:  (6 , )z f x y y x= − − . 

0x הוכיחו: yz z+ =. 

 

)נתון:  (7 , , )w f x y y z z x= − − − . 

0x הוכיחו: y zw w w+ + =. 

 

sinנתון:  (8 (sin sin )u x f y x= + − . 

cos הוכיחו: cos cos cosx yu y u x x y+ =. 
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2נתון:  (9 2( )z y f x y=  − . 

 הוכיחו:
2

1 1
x y

z
z z

x y y
+ =. 

 

נתון:  (10
y

z xy xf
x

 
 
 

= + . 

x הוכיחו: yx z y z xy z +  = +. 

 

)2נתון:  (11 , , ) ,
y z

u x y z x f
x x

 
 
 

=  . 

2x הוכיחו: y zxu yu zu u+ + =. 

 

)נתון:  (12 , ) ( ) ( )h x y f y ax g y ax= + + − . 

2הוכיחו:
xx yyh a h= . 

 

)נתון:  (13 , ) ( sin ) ( sin )x xu x y f e y g e y= − . 

 הוכיחו:

 . א
2sin

xx x
xx yy

u u
u u

y

−
+ = 

xy .ב yxu u= 

) את חשבו . ג )1,xyu אם ידוע ש ,-( ) ( )' 0 2, ' 0 1f g= = . 

 

sinנתון:  (14 , cos , ( , )y r x r u f x y = = = . 

) הוכיחו: . א ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2

1
x y ru u u u

r + = +. 

2 הוכיחו: .ב 2cos 2 cos sin sinrr xx xy yyu f f f   = + +. 

 הוכיחו: . ג
2

1 1
xx yy rr rf f u u u

rr + = + +. 
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)נתון  (15 , )z h u v=  ונתון כי ,( , ) , ( , )u f x y v g x y= מקיימות את משוואת   =

x,רימן, כלומר מקיימות  -קושי y y xu v u v= = −. 

 כי:  וחיהוכ

u, . א v  .מקיימות את משוואת לפלס 

0xx כלומר, yyu u+ 0xxוכן   = yyv v+ =. 

) .ב ) ( ) ( )
2 2

xx yy x x uu vvh h u v h h 
 
 

+ = + + 

 

)נתון:  (16 )sinh , cosh , ,y r s x r s u f x y= = = . 

)כי:   וחיהוכ ) ( ) ( ) ( )
22 22

2

1
x y r su u u u

r
− = −. 

 

)פונקציה   (17 ),f x y  תיקרא הומוגנית מסדרn אם ,( ) ( ), ,nf tx ty t f x y= . 

 הומוגנית, אז:  fכי אם  וחיהוכ

) . א ),x yx f y f n f x y +  =   

) .ב ) ( )2 2 2 1 ,xx yy xyx f y f xyf n n f x y+ + = −  

 

)נתונה הפונקציה  (18 )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yz f x y

x y




+= = 
 =

 . 

)  החלקיות של הפונקציה בנקודהאת הנגזרות חשבו  . א )0,0. 

2נתון  .ב ,x t y t= =. 

 באופן ישיר. z(0)'את חשבו 

2נתון  . ג ,x t y t= =. 

 כלל השרשרת. לפי z(0)'את חשבו 

 האם הפונקציה דיפרנציאבילית.   וקבע ,בעזרת תוצאת סעיף ג' בלבד .ד
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 תשובות סופיות 

1) ( )2 2 2 2

1 1
2 2 2 2uz x y u

x y x y
=   + − 

− −
 

2) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 4, 1 4, 1 1u v u v u u v

t m kz e t e z e z e− − − −=  + −  =  = −  

 −eג.      (13

)  א.    (18 ) ( )0,0 0,0 0x yf f= ב.   =
4

5
 דיפרנציאבילית. ד. לא  0ג.  

 
 GooL.co.il היכנסו לאתר שאר השאלות הן שאלות הוכחה, לפתרונות מלאים
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 מסדר ראשון  נגזרות חלקיות

 שאלות 

 .הפונקציה הנתונהאת הנגזרות החלקיות מסדר ראשון של  וחשב 10-1בשאלות 

1) 3 2 2( , ) 4 3 2 3f x y x x y x y= − + + 2) 5( , ) lnf x y x y= 

3) 
( )2 4

2

5ln
( , )

5 y

x y y y
f x y

y y y

+
=

+ +
)רק 

xf.) 4) ( ) ( )2 3( , ) 2 3f x y x y x y= +  + 

5) 
2

2

3
( , )

x y
f x y

x y

−
=

+
 6) ( )( , ) sinf x y xy= 

7) ( , ) arctan(2 3 )f x y x y= + 8) ( , ) cosf r r = 

9) 2 3( , , )f x y z xy z= 10) ( , , ) sin( )uvf u v t e ut= 

  

)נתון  (11 ) ( ), lnz x y x y= +. 

כי   וחיהוכ
1

2

z z
x y

x x

 
 +  =
 

. 

 

)נתון  (12 ) 2 1
, , xf x y z e y

z

 
= − 

 
. 

  וחשב
1 1 1

0, 1, , 0, 1, , 0, 1,
2 2 2

f f f

x y z

       
− − −     

       
 . 

 

 הערת סימון

1 2( , ) ;x y

f f
f f x y f f f f

x y

 
=  = = = =
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 תשובות סופיות 

1) 2 212 6 2xf x xy= − +  26 3yf x y= − + 

2) 45 lnxf x y=   
5

y

x
f

y
= 

3) 
( )4

2

5ln
2

5
x y

y y y
f x

y y y

+
=

+ +
 

4) 2 36 6 2xf x xy y= + +  2 3 26 12 3yf xy y x= + + 

5) 
( )

2 2

2
2

2 3
x

x xy y
f

x y

+ +
=

+
  

( )

2 2

2
2

3 3 2
y

x y x y
f

x y

− + −
=

+
 

6) cos( )xf xy y=    cos( )yf xy x=  

7) 
2

2

1 (2 3 )
xf

x y
=

+ +
  

2

3

1 (2 3 )
yf

x y
=

+ +
 

8) cosrf =   sinf r = − 

9) 2 3

xf y z=   32yf xyz=   2 23zf xy z= 

10)  sin cosuv

uf e v ut t ut= + sinuv

vf u e ut=    cosuv

tf u e ut=   

 הוכחה.שאלת  (11

12) 
1 1 1

0, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 4
2 2 2

f f f

x y z

       
− = − − = − − =     

       
 

 

 הערת סימון

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
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 מסדר שני נגזרות חלקיות

 שאלות 

 : הפונקציה הנתונהשל   עד סדר שניהנגזרות החלקיות כל את  וחשב 14-1בשאלות 

1) 2 2 2( , ) 4 4 10f x y x x y x y= − + + 
 

2) 4( , ) lnf x y x y= 
 

3) 3 3( , ) 6f x y x y xy= + − 
 

4) 3 3( , ) 3(1 )( )f x y x y y x y= + + − + 
 

5) ( , ) ( )f x y xy x y= − 
 

6) ( , ) ( 9)(2 6)(4 3 12)f x y x y x y= − − − + 
 

7) ( , ) ( )xyf x y e x y= + 
 

8) ( )2 2( , ) x yf x y e x y+= + 

 

9) ( ) ( )2 2
2 2( , ) 2

x y
f x y x y e

− +
= + 

 

10) ( )2 2( , ) ln 1f x y x y= + + 

 

11) ( )2 2( , ) lnf x y x y= + 

 

12) ( )2 23( , ) lnf x y x y= + 

 
13) ( , ) sin(10 4 )f x y x y= + 

 
14) ( , , )f x y z xyz= 
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)  וחשב (15 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y xy x y= − −. 

 

)  וחשב (16 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y x y= +. 

 

)  וחשב (17 )' 1,1xyf,  עבור( ) 2 2,f x y x y= +. 

 

)נתון  (18 )
2

,
ln

x
f x y

y x
=

+
. 

)  וחשב ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1, , 1, , 1,

f f f
e e e

x y x y

  

   
 . 

 

 

 

 

 ערת סימוןה

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
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 תשובות סופיות 

1) 28 2 4xf x xy= − +  28 2xxf y= −   22 10yf x y= − + 
22yyf x= −   4xyf xy= −   4yxf xy= − 

2) 34 lnxf x y=   212 lnxxf x y=   
4

y

x
f

y
= 

4

2yy

x
f

y
= −   

34
xy

x
f

y
=   

34
yx

x
f

y
= 

3) 23 6xf x y= −   6xxf x=   23 6yf y x= − 

6yyf y=    6xyf =    6yxf = − 

4) 23 3 3xf x y= + −  6xxf x=   23 3 3 6yf y x y= + − − 

6 6yyf y= −   3xyf = − 

5) 22xf xy y= −   2xxf y=   2 2yf x xy= − 

2yyf x= −   2 2xy yxf f x y= = − 

6) 22 8 3 1 24 0 57 1 72 0 0xf xy y x y = −  − − +  + + + 

22 4 1 3 2 0 54 57 1 0 27 0yf x x y y x =  −  − − +  + + +  

 2 8 0 24xxf y= − −  2 0 6 1 54 0 0yyf x= −  − + + 

 2 8 1 6 0 57 0xyf x y=  − − + + 

7) ( )2 1xy

xf e xy y= + +  ( )2 1xy

yf e x xy= + + 

( ) ( )2 1 0 0xy xy

xxf e y xy y y e=  + + + + +  ( ) ( )2 1 0xy xy

yyf e x x xy x e=  + + + +  

 ( ) ( )2 1 2xy xy

xyf e x xy y x y e=  + + + +  

8) ( )2 2 2x y

xf e x y x+= + +    ( )2 2 2x y

yf e x y y+= + + 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

xxf e x y x x e+ += + + + +, 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

yyf e x y y y e+ += + + + + 

( )2 2 2 2x y x y

xyf e x y x y e+ += + + +  

9) ( )
2 2 3 22 2 4x y

xf e x x xy− −= − −   ( )
2 2 2 34 2 4x y

yf e y x y y− −= − − 

( )( ) ( )
2 2 2 23 2 2 22 2 2 4 2 6 4x y x y

xxf e x x x xy x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 22 3 2 22 4 2 4 4 2 12x y x y

yyf e y y x y y x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 23 22 2 2 4 4 2x y x y

xyf e y x x xy x y e− − − −= − − − + −  

1
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10) 
2 2

2

1
x

x
f

x y
=

+ +
     

2 2

2

1
y

y
f

x y
=

+ +
  

( )
2

2 2

2 2

1
xy

y x
f

x y


=

+ +
    

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 2

1
yy

x y y y
f

x y

 + + − 
=

+ +
 

11) 
2 2

2
x

x
f

x y
=

+
  

2 2

2
y

y
f

x y
=

+
  

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
xx

x y x x
f

x y

+ − 
=

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
yy

x y y y
f

x y

+ − 
=

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2
xy

x y y x
f

x y

+ − 
=

+
 

12) 
2 2

2 1

3
x

x
f

x y
= 

+
  

2 2

2 1

3
y

y
f

x y
= 

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
xx

x y x x
f

x y

+ − 
= 

+

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
yy

x y y y
f

x y

+ − 
= 

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2 1

3
xy

x y y x
f

x y

+ − 
= 

+
 

13) ( )10cos 10 4xf x y= +  ( )100sin 10 4xxf x y= − + 

( )4cos 10 4yf x y= +  ( )16sin 10 4yyf x y= − + 

( )40sin 10 4xyf x y= − +  ( )40sin 10 4yxf x y= − + 

14) xf yz=  0xxf =  xyf z= xzf y= 

yf xz=  yxf z= 0yyf = yzf x= 

zf xy=  zxf y= zyf x= 0zzf = 

15) 2− 

16) 1− 

17) 
1

2 2
− 

18) 
2

4 1
1

16

e e

 
+ 

  

1
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 קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 , 8-1בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

 :מינימום או אוכף , אותן למקסימום ונקודות קריטיות וסווג ומצא

1) 3 2( , ) 8 12 3 18f x y x xy y x= + + − 

 

2) 3 3( , ) 3 12 20f x y x y x y= + − − + 

 

3) 3 3( , ) 3 4f x y x y xy= + − + 

 

4) 3 2 4( , ) 3 2f x y x x y y= − − + 

 

5) 
2 24( , ) y x yf x y e − −= 

 

6) 2( , ) 6f x y y x y x y= − − + 

 

7) 
2 2 8

( , )
x y x y

f x y
xy

− +
= 

 

8) ( , ) cosxf x y e y= 

 

3נתון משטח   (9 3 3 4z x y xy+= − +. 

 .האופקיים למשטחהמשיקים ת המישורים ואת משווא  ומצא

 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (10
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2למישור   (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא (11 2 0x y z− − + = ,

 וכן את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ"ל. 
  

1
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 מחשבונים, בארץ ובסין.יצרן מוכר   (12
 .8$ ועלות ייצור מחשבון בסין היא 6$עלות הייצור של מחשבון בארץ היא 

ומד את הביקוש אמנהל השיווק 
1Q ואת הביקוש  ,למחשבון בארץ

2Q 

: על ידי ,למחשבון בסין
1 1 2 2 1 2116 30 20 , 144 16 24Q P P Q P P= − + = + −. 

כיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבונים, 
1P ו-  

2Pעל מנת למקסם ,  

 מהו רווח זה?  הרווח? את

 

)נתונה הפונקציה  (13 ) 2 2,f x y x y axy= + + . 

)שהנקודה  וחיהוכ . א  קריטית. ודה היא נק 0,0(

 aעבור אילו ערכים של   ובעזרת מבחן הנגזרת השנייה, קבע .ב
 הנקודה מסעיף א' היא מקסימום, מינימום, אוכף, או שלא ניתן לדעת. 

 

bשני מספרים,  ומצא (14 aכך ש ,-( )
1

2 524 2

b

a

x x dx− −  .יהיה מקסימלי 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )אוכף;    −0.5,1( )1.5,  מינימום.  −3

2) ( )1, )מינימום ;  2  )1, 2− )מקסימום ;   − )1,  2−   ,( )1,  אוכף. −2

3) ( )אוכף; 0,0(  מינימום.  1,1(

4) ( ) ( )1,  1 1,  1− − )מינימום ;  − )1, )מקסימום ;   0  ) ( ) ( )1,  0 , 1,1 , 1,  1−  אוכף.  −

5) ( )0,  מקסימום.  2 

6) ( )4,  מקסימום.  4 

7) ( )  0.5,  מקסימום.  −4 

 אין נקודות קריטיות.  (8

9) 4, 3z z= = 

 . ס"מ  2ס"מ , גובה  4אורך ,  ס"מ  4רוחב  (10

)יחידות אורך. נקודה קרובה ביותר  1מרחק מינימלי הוא  (11 )1/ 3, 4 / 3,10 / 3. 

12) 1 210$, 12$P P=  . 288$רווח מקסימלי   =

,2עבור  ב.  א. שאלת הוכחה. (13 2a a= = ,2, לא ניתן לדעת; − 2a a  −  

2אוכף;  2a−    .מינימום 

14) 6, 4a b= − = 

1
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 קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

 שאלות 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (1
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2על פני הכדור   ומצא (2 2 2 36x y z+ +  נקודהאת הנקודות הקרובות ביותר ל =

 .(1,2,2) ביותר מהנקודה ואת הנקודות הרחוקות (1,2,2)

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

 למישור (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא . א

2 2 0x y z− − + =. 

2על המישור   ודהנק ומצא .ב 2 0x y z− − + שהיא הקרובה ביותר   ,=

 .(1,2,3) ודהלנק

חישוב המרחק בעזרת הנוסחה למרחק בין  על ידיבדקו את התשובה  . ג
 למישור. נקודה

 

2את הנקודות על המשטח    ומצא (4 1z xy=  הקרובות ביותר לראשית. +

 

  והקטן ביותר מהאליפסואידאת המרחק הגדול ביותר   ומצא (5
2

2 2 1
96

x
y z+ + = 

3למישור  4 12 288x y z+ + 0רמז: מרחק הנקודה  .= 0 0( , , )x y z מהמישור 

0ax by cz d+ + + 0הוא ,  = 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +

. 

 

מרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך הגליל   ומצא (6
2 2 1x y+ zוהמישור  = x y=  .לבין ראשית הצירים +

 

האליפסואידמרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך   ומצא (7
2 2 2

1
4 5 25

x y z
+ + z   והמישור = x y=  .לבין ראשית הצירים ,+

 
 הערה חשובה 

פיסיקליים   בפתרון מרבית התרגילים בפרק זה, אנו מסיקים שנקודה קריטית היא נקודת קיצון משיקולים
ישנן דרכים מתמטיות מתקדמות להוכיח פורמלית, אך   היות ומדובר בבעיות מעשיות.  ,או גיאומטריים 
 הלימוד, הסתפקנו בכך. ללמד אותן ברוב מוסדותמאחר ולא נהוג  

1
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 תשובות סופיות 

 . ס"מ 2ס"מ, גובה  4ס"מ, אורך  4רוחב  (1

,2)הנקודה הקרובה ביותר היא הנקודה (2 4, 4), 

)הנקודה הרחוקה ביותר היא הנקודה ו 2, 4, 4)− − −. 

 יחידות אורך. 1מרחק מינימלי הוא א.  (3
101 קרובה ביותרהנקודה  ב. ה 4

3 3 3( , , ). 

4) (0,0,1) , (0,0, 1)− 

256  קצר ביותרהמרחק ה (5
320ארוך ביותר  המרחק ה. 13

13. 

 .3. מרחק מקסימלי 1מרחק מינימלי  (6

75 מרחק מינימלי (7
 .10. מרחק מקסימלי 17

1
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 ריבועים פחותים  – קיצון של פונקציה רבת משתנים )מתקדם( 

 שאלות 

 : 1-5בשאלות את נקודות הקיצון של הפונקציות   ומצא

1) 2 2( , ) 1 2f x y xy x y= + − − 

 

2) 2 2( , ) 4f x y x y= − + 

 

3) 3( ( , )) 2 2 0z f x y z z xy x y= + + − − + = 

 

4) 3 3 2 2( , ) 3 6 3 12 8f x y x y x y x y= − − + + − + 

 

5) 
2 2 2

( , , 0) ( , , )
4

y z
x y z f x y z x

x y z
 = + + + 

 

 

2מרחק מינימלי בין הפרבולה    ומצא (6 1y x= 2לפרבולה  ,+ 2y x x= − +. 
 כגון שיטת ניוטון רפסון.   ,* לפתרון תרגיל זה נדרש ידע בפתרון נומרי )מקורב( של משוואה

 

 

1  ,נקודות n  נתונות 7-11שאלות ב 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x yקו   , ויש למצוא 

)עקום מהצורה   )y h x=,  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין העקום

 .והנקודות יהיה מינימלי

7) ( )h x ax b= ,2)ודות עבור הנק הדגימו, + 2.5), (1,0.8), (3,3.2), (4,3.5). 

 

8) 2( )h x ax bx= )ודות עבור הנק הדגימו, + 1, 2), (2,0), (0, 2)− −. 

 

9) ( )
b

h x ax
x

= ,10)ודות עבור הנק הדגימו, + 20.2), (6,12.9), (4,8.5), (0.5, 4). 

 

10) 2
2

( )
b

h x ax
x

= ,(4,33)ודות עבור הנק הדגימו, + (2,8.5), (0.5, 2.3), (1, 4.5), (0.1,90). 

  

1
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11) 2( )h x ax bx c= + ,1)עבור   הדגימו, + 4.5), (0.5, 2.3), (0,0.8), ( 1,0.1), ( 0.5,0.12)− −. 

 

1 נקודות: nת  נתונו (12 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x y. 

yישר  ומצא ax b=  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין הישר ,+

 והנקודות יהיה מינימלי.
 .b-ו aלהגיע לנוסחה מפורשת עבור  יש
 

,0  המתקבלים מפתרון המשוואות ,b- ו a-ניתן להניח ש 12-ו 11הערה: בשאלות   0a bf f= =, 

)המרחקים האנכיים  נותנים את המינימום המוחלט של פונקציית ריבועי  )
2

1

( , ) ( )
n

i i

i

f a b h x y
=

= − . 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ),t t  לכלt ממשי, מקסימום . 

2) (  מקסימום.  0,0(

)אין קיצון.   (3  אוכף.  1,2(

)אין קיצון.   (4  אוכף.  1,2(

5) (  מינימום.  0.5,1,1(

6) 0.375 

7) 0.88 0.3y x= + 

8) 22 4

3 3
y x x= − 

9) 
1.5039

2.032y x
x

= + 

10) 2

2

0.9
2.06y x

x
= + 

11) 21.48 2.196 0.824y x x= + + 

12) 

2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

2 2

1 1 1 1

,

n n n n n n n

i i i i i i i i i

i i i i i i i

n n n n

i i i i

i i i i

n y x y x y x y x x

a b

n x x n x x

= = = = = = =

= = = =

− −

= =

− −
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 ( אנז'קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ )כופלי לגר

 שאלות 

 בכפוף לאילוץ הנתון: ,את המקסימום והמינימום של הפונקציות ואמצ 4-1בשאלות 
1) 2 2 2 2( , ) ; 2 3 1 2f x y x y x xy y= + + = − 

 

2) 2 2 2 2( , ) ; 1f x y x y x y= − + = 

 

3) 2 2( , ) 4 6 ; 13f x y x y x y= + + = 

 

4) 2 2 2( , ) ; 2 6f x y x y x y= + = 

 

נתונה בעיית הקיצון  (5 max . . 3 12xy s t x y+ ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 פתרון גרפי לבעיה.הביאו  .ב

 

נתונה בעיית הקיצון  (6 max 2 . . 9x y s t x y+ + ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 גרפי לבעיה.פתרון הביאו  .ב

 

3מבין כל הנקודות הנמצאות על הישר   (7 12x y+ =, 
 שיעוריה מקסימלי.  את זו שמכפלתמצאו  

 

2מבין כל הנקודות שעל העקומה  (8 22 3 1 2x xy y+ =  את הנקודותמצאו  ,−

 מראשית ואת הנקודות שמרחקן ,שמרחקן מראשית הצירים הוא מינימלי
 מקסימלי.הצירים הוא 

 

3את המרחק הקצר ביותר מהישר  מצאו   (9 6 4 0x y− + =, 

2 לפרבולה 22 4 0x xy y y+ + + =. 

0רמז: מרחק הנקודה  0( , )x y   0מהישרax by c+ + 0הוא  ,= 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
. 
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 ק"ג עגבניות. y-ק"ג מלפפונים ו xה קונה בשוק 'מוישל (10

) ,התועלת מצריכת הסל ),x y , נתונה על ידי( ), ln lnu x y x y= +. 

 ש"ח. 2מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 , ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת ה'מוישל

 מינימאלית.  והוא מעוניין להשיג זאת בעלות
 .ה'מוישלאת בעיית  פתרו ונסחו 

 

 ק"ג עגבניות.  y-ק"ג מלפפונים ו xדני קונה בשוק  (11

) התועלת מצריכת הסל ),x y  נתונה על ידי( ),u x y xy=. 

 ש"ח. 3מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 ש"ח. 12תקציב של  לדני

 .דניאת בעיית פתרו ונסחו 

 

) ,עקומת התמורה בין מנגו (12 )x, ואננס,  ( )y,  2היא 2 13x y+ =. 

)  לדני תועלת , ) 4 6f x y x y= +. 

)מנגו( =  דני מחפש את הסל )אננס, ),x y ,על עקומת התמורה , 

 המביא למקסימום את התועלת שלו מצריכת מנגו ואננס. 
 את הבעיה. פתרו ונסחו 

 

Qליצרן פונקציית ייצור  (13 k L= +. 

,2 הם L-ו K המחירים ליחידת 1K LP P= =. 

)  והוא מחפש את הצירוף 100ברמת תפוקה מצאו היצרן נ )* *,K L, 

 המביא למינימום את העלות. 
 פתור(. ל לאאת בעיית היצרן )נסחו 

 

1נתונה בעיית קיצון תחת אילוץ   (14 2max{ ( , )} . .u x y s t p x p y I+ =. 

)תהי  )* *,x y .ניתן להניח מצב קלאסי של השקה.  נקודת הפתרון של הבעיה 

xמקיים  נז'  אהוכיחו כי כופל לגר yx u y u

I


 + 
 בנקודת הפתרון של הבעיה. =
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

2) ( ) ( )0, 1min max 1,0  

3) ( ) ( )2,3max min 2, 3− − 

4) ( ) ( )2,1max min 2, 1  − 

5) ( )6, 2max 

6) ( )9,36max 

7) ( )6, 2 

8) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

9) 7 / 45 

10) ( )min ,32 8 

11) ( )6, 2max 

12) ( )2,3max 

13)  min 2 ; 100K L K L+ + = 

 שאלת הוכחה. (14

1

פרק 14קיצון של פונקציה של שני משתנים...

184

184



שיטות כמותיות - 66231-01
פרק 15 - קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה

תוכן העניינים

1. קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה י 185

184

184



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 בקבוצה סגורה וחסומה   – קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים

 שאלות 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (1

( , ) 3 6 3 7f x y xy x y= − −  הוא התחום הסגור, R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(3,0),(0,5)משולש שקודקודיו הם   בצורת

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (2

2 2( , ) 3 2 6f x y x y x y= − − הוא התחום הסגור,   R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(0,2),(2,2),(2,0)בצורת ריבוע שקודקודיו הם  

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (3

2 2( , ) 2f x y x y x= + 2הוא העיגול   R , כאשרR בתחום − 2 4x y+ . 

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (4

2 2( , )f x y x y xy x y= + − +  וא התחום הסגורה R , כאשרR בתחום +

 ( , ) | 3 , 0, 0R x y x y x y= +  −  . 

 

את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של  וחשב (5
2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + −  הוא התחום הסגור R , כאשרR בתחום +

 2 2( , ) | 1, 3R x y x y x y= +   −. 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 . -11. מינימום מוחלט 7מקסימום מוחלט  (1

 . -1. מינימום מוחלט 3מקסימום מוחלט  (2

33  מקסימום מוחלט (3
1. מינימום מוחלט 4

4−. 

 . -1. מינימום מוחלט 6מקסימום מוחלט  (4

101   מקסימום מוחלט (5 101. מינימום מוחלט +6 6−. 
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